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Literatura 73 


Wstep 


Teoria równań różniczkowych zwyczajnych jest jedną z najważniejszych gałęzi ma- 
tematyki, co wynika z ogromnej ilości zastosowań tej teorii do opisu przebiegu wielu 
zjawisk w przyrodzie, technice i otaczającej nas rzeczywistości. Klasyczna teoria tych 
równań, tzn. teoria równań różniczkowych zwyczajnych w przestrzeniach skończenie 
wymiarowych, począwszy od lat pięćdziesiątych ubiegłego stulecia, stała się niemal 
teorią zamkniętą. Taki stan został przedstawiony w klasycznych książkach i monogra- 
fiach, takich jak np. [15, 22, 27, 38, 39]. 

W 1950 roku znany matematyk francuski J. Dieudonné [18] pokazał na dwóch 

przykładach, że klasyczne wyniki teorii równań różniczkowych w przestrzeniach skoń- 
czenie wymiarowych przestają być prawdziwe w przypadku przestrzeni nieskończenie 
wymiarowych. Wystarczy tutaj wspomnieć chociażby o tym, że klasyczne twierdze- 
nie Peano o istnieniu rozwiązania zagadnienia Cauchy'ego dla równania różniczkowego 
u = f(t,x) przy założeniu ciągłości prawej strony równania przestają być prawdziwe 
w przypadku, gdy rozważamy je w przestrzeni nieskończenie wymiarowej. Stało się to 
impulsem do prowadzenia badań równań różniczkowych zwyczajnych we wspomnia- 
nych przestrzeniach wymiaru nieskończonego. Pierwsze ważne wyniki w tym kierunku 
zostały uzyskane pod koniec lat pięćdziesiątych i na początku lat sześćdziesiątych dwu- 
dziestego wieku (por. [28, 36, 50]). 
Wspomniane wyniki wykorzystywały jeszcze standardowe narzędzia analizy. Jednakże 
z biegiem lat zaczęto używać nowych metod analizy funkcjonalnej, związanej głównie 
z teorią miar niezwartości. Pozwoliło to na uzyskanie wielu rezultatów w ramach tzw. 
teorii równań różniczkowych zwyczajnych w przestrzeniach Banacha (wymiaru nieskoń- 
czonego). Rezultaty te zostały przedstawione m.in. w pracach [2, 20, 23, 44, 46] oraz 
w książce [16] (por. także [1, 5, 6, 13, 17, 37, 45)). 

Warto zwrócić uwagę na fakt, że we wspomnianej monografii K. Deimlinga [16] 
wskazanych zostało wiele potencjalnych zastosowań teorii równań różniczkowych w prze- 
strzeniach Banacha. Jednakże w późniejszych pracach rzadko rozwijano te zastosowa- 
nia, co było głównie spowodowane trudnościami związanymi z posługiwaniem się narzę- 
dziami i techniką miar niezwartości, które odgrywają kluczową rolę we wspomnianych 
wyżej zastosowaniach. 

Jednym z takich możliwych zastosowań wskazanych w [16] były nieskończone ukła- 
dy równań różniczkowych zwyczajnych. Układy takie pojawiają się w naturalny spo- 
sób jako równania różniczkowe w ciągowych przestrzeniach Banacha a ponadto otrzy- 


mujemy je rozważając pewne problemy w teorii procesów gałązkowych, przy mode- 


lowaniu niektórych zjawisk w teorii sieci neuronowych oraz w dysocjacji polimerów 
[14, 16, 25, 35, 51]. Warto również zwrócić uwagę na fakt, że pewne problemy roz- 
ważane w mechanice prowadzą do nieskończonych układów równań różniczkowych 
[41, 49, 51, 52]. 

Nieskończone układy równań różniczkowych zwyczajnych pojawiają się również przy 
stosowaniu metod numerycznych w rozwiązywaniu niektórych równań różniczkowych 
cząstkowych takich jak równania typu parabolicznego [16]. Dla przykładu stosując 
proces semidyskretyzacji dla równań różniczkowych cząstkowych typu parabolicznego 
otrzymujemy nieskończony układ równań różniczkowych zwyczajnych |16, 48, 49]. 

Nie sposób tutaj nie wspomnieć o tym, że prekursorem teorii nieskończonych ukła- 
dów równań różniczkowych był kazachski matematyk K. P. Persidskii, który zapo- 
czątkował badanie takich układów zanim jeszcze zaczęto intensywnie rozwijać teorię 
równań różniczkowych w przestrzeniach Banacha (por. [40, 41, 42]). Jednakże później 
te dwa podejścia do teorii nieskończonych układów równań różniczkowych zaczęły się 
ze sobą wzajemnie przeplatać. 

Rzeczywiście, jak już wspomnieliśmy, nieskończone układy równań różniczkowych 
zwyczajnych mogą być traktowane jako szczególny przypadek równań różniczkowych 
w (ciągowych) przestrzeniach Banacha i dlatego rozważając takie układy można wyko- 
rzystać rezultaty otrzymane w ogólnej teorii równań różniczkowych w tych przestrze- 
niach (por. [5, 6, 10, 13, 16, 17, 23, 31, 32, 34, 43, 44]). Oczywiście tego typu podejście 
wymaga dobrego opanowania warsztatu miar niezwartości, którym w takiej sytuacji się 
posługujemy. Do tej pory ukazało się niewiele prac realizujących ten kierunek badań 
15, 10; 13, 16, 33, 34]. 

Z drugiej strony nieskończone układy równań różniczkowych wymagają stosowania 
pewnych specjalnych metod badawczych, które nawiązują do specyfiki tychże układów. 
Ten kierunek badań został m.in. zainicjowany pracą [10] a otrzymane wyniki zostały 
omówione w monografii [13]. 

Przedstawiona rozprawa doktorska stanowi kontynuację wspomnianych wyżej ba- 
dań dotyczących nieskończonych układów równań różniczkowych. Podstawą tej rozpra- 
wy są trzy prace [7, 8, 9) poświęcone całkowicie teorii nieskończonych układów równań 
różniczkowych z użyciem narzędzi teorii miar niezwartości. 

Praca składa się z sześciu rozdziałów. 

W pierwszym rozdziale wprowadzamy oznaczenia oraz przytaczamy podstawowe 
definicje i fakty wykorzystywane w dalszej części pracy. 

Drugi rozdział zawiera pewne wiadomości dotyczące klasycznych ciągowych prze- 
strzeni Banacha oraz przestrzeni ciągów temperowanych. Przypomniane zostały defi- 


nicję, własności i przykłady przestrzeni słabo zwarcie generowanych oraz pewne fakty 


dotyczące teorii równań różniczkowych. 

Trzeci rozdział poświęcony jest miarom niezwartości. Omówione zostały definicje 
i własności miar niezwartości Kuratowskiego i Hausdorffa oraz aksjomatyczna definicja 
miary niezwartości. Zajmujemy się przede wszystkim miarami niezwartości w klasycz- 
nych przestrzeniach ciągowych oraz w przestrzeniach ciągów temperowanych. 

Czwarty rozdział ma charakter pomocniczy i zawiera kilka wyników z teorii równań 
różniczkowych w przestrzeniach Banacha ze szczególnym uwzględnieniem ośrodkowych 
przestrzeni Banacha. 

W piątym rozdziale podajemy twierdzenia o istnieniu rozwiązań nieskończonych 
układów równań różniczkowych w klasycznych przestrzeniach Banacha. W szczegól- 
ności, omawiamy twierdzenia egzystencjalne dla nieskończonych układów równań róż- 
niczkowych w przestrzeni l, których nieliniowe zaburzenia zależą od zmniejszającej 
się lub powiększającej liczby zmiennych. 

Szósty rozdział zawiera twierdzenia egzystencjalne dla nieskończonych układów rów- 
nań różniczkowych w przestrzeniach ciągów temperowanych. 

Główne wyniki pracy zostały przedstawione w podrozdziałach 2.2. i 3.3 oraz w roz- 
działach 5 i 6. Podawane w pracy twierdzenia o istnieniu rozwiązań nieskończonych 


układów równań różniczkowych są ilustrowane odpowiednimi przykładami. 


1 Oznaczenia, definicje i pewne fakty pomocnicze 


W rozdziale tym przedstawimy pewne podstawowe definicje i oznaczenia, które 
będziemy wykorzystywali w całej pracy. Oznaczenia te pochodzą głównie z książek 
i monografii [5, 6, 13]. 


Na poczatku ustalimy podstawowe oznaczenia uzywane w rozprawie. I tak, przez 


R będziemy oznaczać zbiór liczb rzeczywistych, natomiast przez N zbiór liczb natural- 
nych. Ponadto R, = [0, oo). 


Niech X będzie dowolnym, niepustym zbiorem, wówczas przez (X,d) oznaczymy 
przestrzeń metryczną z funkcją odległości d. Następnie, niech E będzie przestrzenią 
liniową nad ciałem K liczb rzeczywistych lub zespolonych oraz niech będzie w niej 
określona norma ||: |. Wówczas przez (E, || - ||) oznaczać będziemy przestrzeń unormo- 
waną nad ciałem K z elementem zerowym 9. 


Dla z € E oraz r > 0 wprowadzamy oznaczenia: 


B(xo,r):—- (x € E: ||x — xol| <r}, 


B(zo,r) := {x € E: lx ^ zoll <r}, 
Bı = B(0,1) :2 {x € E: ||z|| < 1}. 


Symbole te oznaczają odpowiednio kulę otwartą, kulę domknieta i kulę jednostkową 
w przestrzeni E. 

Dla dowolnego niepustego podzbioru A przestrzeni unormowanej Fidlar>0 
symbolem B(A,r) oznaczać będziemy kulę (otwartą) o środku w zbiorze A i promieniu 
r, zdefiniowaną następująco: 

B(A,r) = UJ B(z,r) = (y € E : dist(y, A) < r}. 
zeA 

Niech X będzie podzbiorem przestrzeni unormowanej E, wówczas symbolami: X, 
convX i Conv X oznaczamy odpowiednio domknięcie zbioru X, wypukłą powłokę zbio- 
ru X oraz wypukłą domkniętą powłokę zbioru X. Co więcej, przez diam X oznaczamy 
średnicę zbioru X pod warunkiem, że X jest ograniczonym podzbiorem E. 

Norma ||- || dla niepustego i ograniczonego podzbioru X przestrzeni E wyrażona 
jest wzorem: 

|X|=suptllz| : x € X). 


Na dowolnych zbiorach X,Y w przestrzeni E definiujemy podstawowe operacje 


algebraiczne w następujący sposób: 
X+Y={a+y:crEex,yerY}, 
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aX —(ox:zxec XhocR. 


Rodzine wszystkich niepustych i ograniczonych podzbiorów przestrzeni E oznacza- 
my symbolem Ptg, natomiast podrodzine rodziny Bp złożoną ze wszystkich zbiorów 
relatywnie zwartych oznaczamy symbolem Nz. 

Niech X,Y € Mtg. Niesymetryczną odległością Hausdorffa między zbiorami X i Y 
nazywamy liczbę: 

d(X,Y) = inf{r : X C K(Y,r)}, 


natomiast odległością Hausdorffa między zbiorami X i Y liczbę: 
D(X, Y) = max(d(X,Y),d(Y, X)}. 


Warto zwrócić uwagę na to, że odległość Hausdorffa D jest pseudometryką w ro- 


dzinie tp. Nie jest to metryka, ponieważ nie jest na ogół spełniona implikacja: 
DUX Y) e 0> XAY. 


Z drugiej strony, odległość Hausdorffa D jest metryką w rodzinie Mt% złożonej ze 
wszystkich zbiorów domkniętych należących do rodziny ©Dty. Przestrzeń metryczna 
(My, D) jest zupełna jeżeli E jest przestrzenią Banacha [30]. 

Wprowadzimy jeszcze pewne oznaczenia dotyczące najczęściej używanych przestrze- 
ni funkcyjnych. I tak, symbolem C (|a, b|) oznaczać będziemy przestrzeń funkcji rzeczy- 
wistych, określonych i ciągłych na przedziale [a, b]. Przestrzeń tę normujemy w standar- 
dowy sposób przy pomocy normy supremum, tzn. dla funkcji x € C(|a, b]) przyjmujemy, 
że 

||| = sup{la(t)] : t € (a, ])- 
Jeżeli E jest zadaną przestrzenią Banacha z norma ||: ||g, to symbolem C({a, b), Æ) 
oznaczamy przestrzeń złożoną ze wszystkich funkcji x : [a,b] — E, które są ciągłe na 


przedziale [a, 0]. Norme w tej przestrzeni definiujemy równością: 
|||] = sup{|2@|e : t € [a,b]). 


Tak unormowana przestrzeń C (|a, b], E) jest przestrzenią Banacha. 


2 Wiadomości wstępne 


W rozdziale tym zamieszczone zostały podstawowe fakty dotyczące klasycznych 
ciągowych przestrzeni Banacha oraz uogólnień tych przestrzeni zwanych przestrzenia- 
mi ciągów temperowanych. Przedstawimy również podstawowe wiadomości dotyczące 
przestrzeni Banacha słabo zwarcie generowanych a także przypomnimy wybrane fakty 
dotyczące klasycznej teorii równań różniczkowych zarówno w przestrzeni euklidesowej 


R” jak i w przestrzeni Banacha. 


2.1 Klasyczne ciągowe przestrzenie Banacha 


Przypomnimy teraz definicje niektórych ciągowych przestrzeni Banacha oraz omó- 
wimy ich pewne własności. 

Przez cy oznaczamy przestrzeń ciągów zbieżnych do zera. Elementami tej przestrzeni 
są ciągi liczb rzeczywistych lub zespolonych x = (£n) zbieżne do zera z klasyczną normą 


supremum (lub maksimum): 
Es ZIE GEST : n = 1,2,...} mae Coq = 23 cens 


Jest to nieskończenie wymiarowa, ośrodkowa przestrzeń Banacha. 
Następnie, symbolem c oznaczamy przestrzeń wszystkich ciągów x = (£n) zbieżnych 


do skończonej granicy, z normą: 
[tlle = [[(@n)lle = supf|zn| : n = 1,2,...). 


Przestrzeń c z normą ||- ||. jest nieskończenie wymiarową, ośrodkową przestrzenią 
Banacha. Ponadto przestrzeń cy jest domkniętą podprzestrzenią przestrzeni c. 

Jeśli ustalimy dowolną liczbę p, p > 1, wtedy przez l, oznaczamy przestrzeń złożoną 
ze wszystkich ciągów x = (x4) takich, ze >>, |z|? < oo. 

Przestrzeń ta jest nieskończenie wymiarową przestrzenią Banacha z normą zadaną 


wzorem: 
eth, = Neli = ($ len) 


W szczególności gdy p = 1, symbolem lı oznaczamy przestrzeń Banacha złożoną ze 
wszystkich rzeczywistych ciągów x = (r4) takich, ze 37» |z| < oo i wyposażoną 


w norme: 


le| = (En) = > en]. 


Ostatecznie, symbolem lx oznaczamy przestrzeń wszystkich ograniczonych ciągów 


x = (r4) z normą supremum: 
|e|| = lios), = suptlzn| : n = 1,2,...). 


Jest to nieskończenie wymiarowa i nieośrodkowa przestrzeń Banacha. 
W przestrzeni unormowanej, nieskończenie wymiarowej można definiować pojęcie 


bazy Schaudera. 


Definicja 2.1. Ciąg (en) elementów przestrzeni unormowanej X (nieskończenie wy- 
miarowej) nazywamy bazą Schaudera w X, jeśli dla każdego r € X istnieje dokładnie 


jeden ciąg skalarów (kn) taki, że 


|x — Y kiell > 0 przy n — oo, 
i=l 


czyli —M hie: 


Przykład 2.2. Jeśli oznaczymy eo = (1,1, 1, ...), e; = (015,624, 03;, ...) dla i = 1,2, 3..., 
to układ wektorów eq, e2, e3, ... stanowi bazę przestrzeni I, i co, zaś układ eo, €, €2, €3, ... 


stanowi bazę przestrzeni c. 


Twierdzenie 2.3. Przestrzeń unormowana X z bazą Schaudera (en) jest przestrzenią 


ośrodkową. 


Ośrodkowość przestrzeni unormowanej jest więc warunkiem koniecznym na istnienie 
bazy Schaudera. Na problem postawiony przez Banacha i Mazura czy jest to warunek 
wystarczający, tzn. czy każda ośrodkowa przestrzeń Banacha posiada bazę, w 1973 
roku odpowiedział P. Enfló. Skonstruował on pewną podprzestrzeń przestrzeni C (a, b)] 
(z normą supremum), dla której nie istnieje baza. Oznacza to, że nie każda przestrzeń 


ośrodkowa posiada bazę Schaudera. 


2.2 Przestrzenie ciągów temperowanych 


Z pewnych przyczyn, o których szczegółowo powiemy później (por. podrozdział 
6.1), klasyczne przestrzenie ciągowe nie są wystarczające dla naszych przyszłych roz- 
ważań. Dlatego poszerzymy te przestrzenie i zdefiniujemy tzw. przestrzenie ciągów 
temperowanych. 

Weźmy dowolny rzeczywisty ciąg O = (0,) taki, że 6n jest dodatni dla n = 1,2,... 
i ciąg (8,) jest nierosnący. Ciąg 6 nazywamy ciągiem temperujacym. 

Następnie, rozważmy zbiór X złożony ze wszystkich rzeczywistych (albo zespolo- 


nych) ciągów x = (z,) takich, że 8,1, — 0 gdy n — oo. Można wykazać, ze X 
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kreuje przestrzeń liniową na ciałem liczb rzeczywistych (lub zespolonych). Oznaczamy 
tę przestrzeń symbolem ch i 


Przestrzeń ch jest przestrzenią Banacha z normą zadaną wzorem: 
lele = IG) llo = sup{ nln] : n = 1,2,... | = maxf8,|an| : n=1,2,...). 


W podobny sposób możemy rozważyć przestrzeń ciągów temperowanych c^ złożoną 
ze wszystkich rzeczywistych (lub zespolonych) ciągów (£n) takich, że ciąg (0,2,) jest 
zbieżny do skończonej granicy. Oczywiście c” kreuje przestrzeń liniową i jest przestrze- 


nią Banacha z normą określoną równością: 


lelle = ||(Zn)||es = Sup{Fn]an| : n=1,2,...). 


Podobnie, rozważmy przestrzeń ciągów temperowanych i skladajaca sie ze wszyst- 
kich ciągów (x4) (rzeczywistych lub zespolonych) takich, że szereg °°, |Bnz,|? < oo. 


Przestrzeń Ę jest przestrzenią Banacha z normą: 


elig = Melly = ( È Balen)” 


Analogicznie, możemy rozważać przestrzeń ciągów temperowanych 1%, składającą 
się ze wszystkich ciągów (r4) (rzeczywistych lub zespolonych) takich, że ciąg (Bn£n) 


jest ograniczony. Przestrzeń 1%, jest przestrzenią Banacha z normą zadaną wzorem: 


llle. = IG) la, = sup{Gn|an| : n=1,2,...). 


Zwróćmy uwagę na fakt, że biorąc 8, = 1 dla n = 1,2,... otrzymujemy przestrze- 
nie ch = co, c? = c, I = lp i l& = lm. Podobnie, jeżeli ciąg (8n) jest ograniczony 
z dołu przez dodatnią stałą m tzn. jeśli 6, 2 m > 0 dla n = 1,2,..., wtedy normy 
w przestrzeni ciągów temperowanych ch , €? i 1% są równoważne klasycznej normie su- 
premum w każdej z przestrzeni co, c i ly a norma w przestrzeni ciągów temperowanych 
i, jest równoważna normie z przestrzeni lj. A zatem, żeby uzyskać istotne powiększenie 
przestrzeni ciągowych co, c, lp i lx powinniśmy założyć, że ciąg temperujacy (8n) jest 
zbieżny do zera. W dalszej części rozprawy będziemy narzucali ten warunek na ciąg 
temperujący. 

Bardzo ważnym faktem w naszych rozważaniach jest stwierdzenie, że pary przestrze- 
ni (co, ch), (c, c), (1,15) i (læ, ($) są izometryczne. Dla przykładu rozważmy przestrze- 
nie lœ i lÊ. Następnie, weźmy odwzorowanie J : 12, — læ zdefiniowane w następujący 
sposób: 


I(x) = J((zn)) = (Brtn). 
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Wtedy, dla dowolnie ustalonych x,y € 12, mamy: 


|J (x) — Jy) lus = (9) — Js) 
= ||(Śnt£n) — (Boa) lli. 
= sup Biss = Bu : n = 1,2,...} 
= supfn|tn — Yn| : n 2 1,2,...} = ||x — ylh- 
To pokazuje, ze odwzorowanie J jest izometria pomiędzy przestrzeniami I, i lə. Oczy- 


wiście, to samo odwzorowanie ustala izometrię pomiędzy przestrzeniami ip ilp ic 


oraz przestrzeniami ch i co, odpowiednio. 


2.3 Przestrzenie słabo zwarcie generowalne 


Badanie przestrzeni Banacha słabo zwarcie generowalnej (w skrócie WCG od aniel- 
skiego weakly compactly generated) zostało zainicjowane w 1968 roku przez D. Amira 


i J. Lindenstraussa [3]. Definicja jest następująca: 


Definicja 2.4. Przestrzeń Banacha E nazywamy przestrzenią WCG, jeśli istnieje słabo 
zwarty zbiór K C E taki, że liniowa powłoka zbioru K jest gęsta w E, czyli E = spank, 


gdzie symbol spanK oznacza liniową powłokę zbioru K. 
Podamy teraz przykłady przestrzeni WCG (por. [26]). 
Przykład 2.5. Każda ośrodkowa przestrzeń Banacha jest przestrzenią WCG. 


Dowód. Niech E będzie ośrodkową przestrzenią Banacha oraz niech fx,) C E będzie 


Zn 


gęstym podzbiorem jej kuli jednostkowej. Weźmy ciąg n [^n€ N} a następnie 


połóżmy 2, = Ia! : n = 1,2,3,... . Rozważmy zbiór K = [1z, Ine N} i oznaczmy 
W em in. 
Mamy: 
1 1 
n T 0| = nil — Z lźnlil —» 
l — All = lnl = zla = — 


czyli ciag y, jest zbiezny do zera przy n — oo. Zatem kazdy jego podciag jest zbiezny 
do zera a stąd wynika, że zbiór K jest relatywnie zwarty. 
Ponadto spanK = E, czyli E jest zwarcie generowana i stąd wynika, ze E jest prze- 
strzenią WCG. 

O 


Przyktad 2.6. Kazda refleksywna przestrzen Banacha jest przestrzenia WCG. 


Dowód. Wiemy, ze przestrzeń Banacha E jest refleksywna wtedy i tylko wtedy, gdy 


kula jednostkowa jest zbiorem słabo zwartym w £. 
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A zatem w przestrzeni refleksywnej E wybierzmy kulę jednostkową Bı C E, jest ona 
zbiorem słabo zwartym w E. Ponieważ spanB; = E to każda przestrzeń refleksywna 
jest WCG. LI 


Pojęcie przestrzeni WCG jest uogólnieniem pojęć przestrzeni ośrodkowej i reflek- 
sywnej. Klasa przestrzeni WCG jest istotnie szersza, istnieją bowiem przestrzenie, które 
są WCG ale nie są ośrodkowe i refleksywne. Dla przykładu jeżeli I jest zbiorem nie- 
przeliczalnym a K jest ciałem liczb rzeczywistych lub zespolonych to przestrzeń co(1) 


zdefiniowana w następujący sposób: 
coll) = (x: I > K;Vzso card(i € I: |z(i)| > £} < No] 


z klasyczną norma supremum jest przestrzenią WCG ale nie jest ani o$rodkowa, ani 
refleksywna (zob. [19]). 

Warto tutaj wspomnieé jeszcze o jednym ciekawym fakcie. Wiemy, ze jezeli X jest 
przestrzenią Banacha oraz X* jest przestrzenią ośrodkową to również przestrzeń X jest 
ośrodkowa. Podobnie jest z przestrzeniami refleksywnymi tzn., jeżeli X jest przestrzenią 
Banacha oraz X* jest przestrzenią refleksywna to również przestrzeń X jest refleksyw- 
na. Pojawia się pytanie czy podobnie dzieje się dla przestrzeni WCG. Takie pytanie 
sformułował Lindenstrauss w 1967 roku. Siedem lat później Johnson i Lindenstrauss 
[26] skonstruowali przestrzeń Banacha, tzw. przestrzeń Johnson-Lindenstrauss, która 


pokazuje, że odpowiedź na to pytanie jest negatywna. 


2.4 Pewne fakty dotyczące teorii równań różniczkowych zwy- 


czajnych 


W podrozdziale tym zaprezentujemy pewne fakty związane z teorią równań różnicz- 
kowych w przestrzeniach Banacha [15, 16, 17, 22, 24, 27, 38, 39, 49]. A zatem rozważmy 
równanie różniczkowe: 

= MEU) (2.2) 
z warunkiem początkowym: 
x(0) = xo. (2.3) 
Zakładamy tutaj, ze f = f (t,x) jest dana funkcją taka, ze f : [0, T] x B(xo,r) > E, 
gdzie rg jest punktem w przestrzeni Banacha E a B(xo,r) jest kulą w E. Co więcej, 
ustalamy że [0, T] jest określonym rzeczywistym przedziałem, dla wygody będziemy 
pisali 7 = [0, T]. 
W klasycznej teorii równań różniczkowych rozważane są trzy podstawowe problemy. 


Są one sformułowane dla zagadnienia Cauchy'ego (2.2)-(2.3). Pierwszy z nich dotyczy 
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istnienia rozwiązania problemu Cauchy'ego (2.2)-(2.3). Dokładniej, należy sformułować 
warunki, które nałożone na funkcję f = f(t,x) zagwarantują, ze problem Cauchy'ego 
(2.2)-(2.3) ma lokalne rozwiązanie tzn., że istnieje przedział [0,0] C 7 i istnieje funkcja 
x = x(t) działająca z przedziału [0,6] w E takie, że równanie (2.2) jest spełnione, tzn. 
x(t) = f(t,x(t)) dla t € [0,6] wspólnie z warunkiem początkowym (2.3). Drugi to 
problem istnienia globalnych rozwiązań równań różniczkowych, zwany inaczej proble- 
mem przedłużania rozwiązań. Gdy założymy, że problem Cauchy'ego (2.2)-(2.3) ma 
rozwiązanie na przedziale [0,0] C 7 rodzi się pytanie, jak daleko (w obie strony) moz- 
na przedłużać to rozwiązanie. Trzeci problem dotyczy jednoznaczności. Polega on na 
ustaleniu założeń gwarantujących, że zagadnienie Cauchy'ego (2.2)-(2.3) ma dokładnie 
jedno rozwiązanie (bardziej precyzyjnie: ma co najwyżej jedno rozwiązanie). 

Przypomnijmy, że w przypadku gdy £ jest skończenie wymiarową przestrzenią 
Banacha, na podstawie twierdzenia Peano wiemy, że ciągłość funkcji f na zbiorze 
I x B(zg, r) gwarantuje istnienie rozwiązania (lokalnego) zagadnienia Cauchy'ego (2.2)- 
(2.3) (por. [15, 22]). Na początku lat pięćdziesiątych Dieudonnć [18] udowodnił, ze 
twierdzenie Peano nie jest prawdziwe w przypadku przestrzeni Banacha nieskończenie 
wymiarowej. Wynik Dieudonnć zapoczątkował poszukiwania dodatkowych warunków, 
niezależnych od ciągłości funkcji f, które zapewnią ze problem (2.2)-(2.3) ma co naj- 
mniej jedno lokalne rozwiązanie. 

Okazuje się, że istnieją pewne warunki wymaganego typu, wyrażone głównie za po- 
mocą funkcji porównawczej Kamkego albo warunków dyssypatywnych. Pierwsze wyniki 
uzyskali Kisiński, Olech i Ważewski [28, 36, 50], było to przeniesienie warunku Kam- 
kego na przypadek dowolnej przestrzeni Banacha. Autorzy Ci zakładali, że funkcja 


f = f(t,x), występująca w (2.2) spełniająca warunek typu: 


Ilf) — Fy) < w(t, lle — vll; (2.4) 


dla t € I, gdzie w : I x Ry — R+ jest tak zwaną funkcją porównawczą Kamkego (por. 


[22, 27, 49]). Ten wynik zapewnia, ze problem (2.2)-(2.3) ma dokładnie lokalne roz- 
wiązanie. Z tego punktu widzenia, rezultat ten nie jest wystarczająco dobry ponieważ 
gwarantuje on istnienie i jednoznaczność. Był to początek poszukiwań warunków za- 
pewniających tylko istnienie rozwiązań problemu (2.2)-(2.3). Pierwsze wyniki takiego 
typu, z wykorzystaniem miar niezwartości, uzyskali jednocześnie Ambrosetti, Szufła, 
Goebel i Rzymowski, Sadowski i inni [2, 20, 44, 45, 47]. W dalszej części pracy przed- 
stawimy niektóre z tych rezultatów, teraz zwróćmy uwagę na jeszcze jeden istotny 
w naszych rozważaniach fakt. 
Równanie różniczkowe (2.2) jest równaniem rzędu pierwszego. Rozważmy teraz rów- 
nanie rzędu n: 
a” = f(t,a,2',...,2-), (2.5) 
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Problem Cauchy'ego dla równania (2.5) polega na znalezieniu takiego rozwiazania 


x = x(t) równania (2.5), ze dla zadanego punktu (to, xo, £1,- - . ,Yn-1) spełnione są rów- 
ności: 

1(to) = Xo 

5 (t9) Sh 

z"(to) = 2 (2.6) 


gu D edad 

zwane warunkami poczatkowymi dla równania (2.5). 
Okazuje sie, ze równanie rózniczkowe n—rzedu (2.5) z warunkami poczatkowymi 
(2.6) może być traktowane jako szczególny przypadek układu równań różniczkowych 


rzędu pierwszego postaci: 


xi = Gont) 
ls =J deriv) (2.7) 
Ex JM Qe aco erm n) 

gdzie t € I oraz x, = x(t), za = zo(t),..., Zn = y(t) sa funkcjami szukanymi oraz 


Fintan e I x B(zo,r) > E. 

Problem Cauchy'ego dla układu równań różniczkowych (2.7) formułuje się nastę- 
pująco: 
Znaleźć funkcje x, (t), £2(t), .. ., x, (t) spełniające układ równań (2.7) na pewnym prze- 
dziale [0, 0] C I i takie, ze 


L1(to) = x10 


1o(to) = Zw (2.8) 


In(to) = Tro, 
gdzie to, £10, £20;---; Uno 8a dowolnie ustalonymi liczbami takimi, ze tọ € I oraz 


110020; : : «3: dno € B(xo, T). 
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3 Miary niezwartosci 


Stopień niezwartości zbioru mierzy się za pomocą funkcji zwanych miarami niezwar- 
tości. W tym rozdziale przypomnimy definicje dwóch najbardziej znanych i najczęściej 
używanych miar, zajmiemy się podejściem aksjomatycznym a także przedstawimy for- 
muły i własności miar niezwartości w niektórych ciągowych przestrzeniach Banacha 
oraz na bazie tych miar skonstruujemy także nowe miary niezwartości w przestrze- 
niach złożonych z ciągów temperowanych. Wiadomości tutaj przedstawiane pochodzą 
głównie z monografii [6] oraz książek i prac [1, 4, 7, 8, 11, 21, 29, 43]. 

Pierwsza miara niezwartości, funkcja a, została zdefiniowana przy okazji badań 
pewnych zagadnień z topologii ogólnej w 1930 roku przez K. Kuratowskiego. Zaska- 
kujące jest to, że dopiero kiedy nastąpił dynamiczny rozwój teorii punktu stałego, 
ponownie wykorzystano tę miarę niezwartości. W 1955 roku G. Darbo użył miarę a do 
uogólnienia twierdzenia Schaudera o punkcie stałym. Jego pomysł polegał na zdefi- 
niowaniu nowej klasy operatorów, szerszej niż pełnociągłe lub zwarte, odwzorowujące 
zbiory ograniczone w zbiory ” bardziej zwarte”. Miara niezwartości Hausdorffa x zosta- 
ła wprowadzona przez L. S. Goldenśteina, I. T. Gohberga i A. S. Markusa w 1957 roku 
a później była badana przez L. S. Goldensteina i A. S. Markusa (por. [6]). W latach 
siedemdziesiątych i osiemdziesiątych ubiegłego stulecia wprowadzono jeszcze wiele in- 
nych miar niezwartości. Jednak ze względu na to, że w wielu przestrzeniach Banacha 
nie znamy wygodnych formuł wyrażających te miary, są one problematyczne w zasto- 
sowaniu. Z tego właśnie względu zaproponowano podejście aksjomatyczne do koncepcji 
miary niezwartości. Pierwszym, który wprowadził taką definicję był B. N. Sadovskii. 
Jednak jedną z najważniejszych jest aksjomatyka podana przez J. Banasia i K. Go- 
ebla. Dopuszcza ona wiele naturalnych realizacji, dzięki którym można otrzymać różne 
miary niezwartości, które są wygodne w zastosowaniach |6, 10, 13]. 

Miary niezwartości są narzędziem powszechnie stosowanym w teorii punktu stałe- 
go, równań różniczkowych, równań funkcyjnych, całkowych, całkowo - różniczkowych 
i innych |4, 5, 12, 13, 16, 17, 20, 34, 35, 44, 47]. W ostatnich latach miary niezwar- 
tości są także używane do definiowania geometrycznych własności Banacha a także 


w charakteryzowaniu operatorów zwartych pomiędzy przestrzeniami ciągowymi. 


3.1 Pojęcie miary niezwartości i operatora kondensującego 


Nasze rozważania na temat miar niezwartości zaczniemy od przypomnienia definicji 


i własności miary niezwartości zdefiniowanej przez K. Kuratowskiego [29]. 
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Definicja 3.1. Niech (M, d) będzie przestrzenią metryczną oraz X będzie niepustym 
i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M. Miarę niezwartości Kuratowskiego zbioru 
X oznaczamy przez a(X) i definiujemy jako infimum zbioru tych wszystkich liczb e > 0 
takich, że zbiór X może być pokryty skończoną liczbą zbiorów o średnicy mniejszej niż 


€ tzn.: 


o(X) = int[e» 0: X C LJ S5 S; C M, diam($;) <e, i=1,2,...,n, n EN}. 


i=1 
Oczywiście: 
a(X) < diam(X) 
dla kazdego ograniczonego podzbioru X przestrzeni M. 
Miara niezwartości Kuratowskiego a posiada następujące własności [6]: 
1. a(X) = 0 & X jest zwarty. 
2. a(X) =a(X). 
3. XCY uw X) som 
4. a(X UY) = max{a(X), a(Y)}. 
5. a(X NY) < minfa(X), a(Y)). 
6. Jeżeli (Xn) jest ciągiem zstępującym (czyli X441 C Xn) domknietych, niepustych 
i ograniczonych ciagów przestrzeni M oraz „im a(X,) = 0 to zbiór X% = f Xn 


n=l 
jest niepusty i zwarty. 


Jeżeli założymy, że M jest przestrzenią Banacha, wówczas miara a ma dodatkowo 


własności związane ze strukturą przestrzeni wektorowej: 
7T. a(X+Y)<a(X)+a(Y). 
a(AX) = |Ala( X). 
9. a(convX) = X. 


Wyznaczenie wartości a(X) jest trudne dlatego w wielu przypadkach wygodniejsza 


w zastosowaniach jest miara Hausdorffa, której definicję teraz przypomnimy [21]. 


Definicja 3.2. Niech (M,d) będzie przestrzenią metryczną zupełną oraz X niepu- 
stym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M. Miarę niezwartości Hausdorffa zbioru 
X oznaczamy przez x(X) i definiujemy jako infimum zbioru tych wszystkich liczb e > 0 


takich, że zbiór X może być pokryty skończoną liczbą kul o promieniu równym e tzn.: 


x(X) = inf (e > 0: X CU Baie), € M, i=1,2,...,n, ne NE (3.1) 
i241 
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Zwróćmy uwagę na to, ze w definicji miary niezwartości Hausdorffa zbioru X nie jest 
zakładane, że środki kul, którymi pokrywamy zbiór X należą do X. Zatem, definicja 


(3.1) może być równoważnie zapisana następująco [43]: 
x(X) = inf [e > 0 : X ma skończoną e-sieć w M). (3.2) 


Miare niezwarto$ci Hausdorffa możemy również zdefiniować za pomocą odległości 
Hausdorffa. 
Niech (M, d) będzie zupełną przestrzenią metryczna oraz 9t$, będzie zbiorem wszyst- 
kich niepustych i zwartych jej podzbiorów. Wtedy dla X € Mtg zachodzi równość: 


x(X) = dist(X,915,). 


Miary niezwartości o i x są różne, chociaż maja ze sobą wiele wspólnego. Zauważmy, 
że wyżej wspomniane właściwości miary Kuratowskiego a (1.-9.) są również prawdziwe 
dla miary Hausdorffa x. 

Przytoczymy teraz twierdzenie, które pokazuje że funkcje a i x są w pewnym sensie 


równoważne. 


Twierdzenie 3.3. Niech (M,d) będzie przestrzenią metryczną zupełną oraz X niepu- 


stym i ograniczonym podzbiorem M. Wówczas 
A(X) € a( X) < 2x(X). 


W przypadku przestrzeni nieskończenie wymiarowych nierówności w powyższym twier- 
dzeniu mogą być ostre. 


Zachodzi również następujące twierdzenie: 

Twierdzenie 3.4. Niech D, będzie kulą jednostkową w przestrzeni Banacha E. Wtedy: 
e a(B;) = x(B;) = 0 jeżeli E jest przestrzenią skończenie wymiarową, 
e a(B;)=2iy(B;)=1 jeżeli E jest przestrzenią nieskończenie wymiarową. 


Jednak, dla dowolnego zbioru w przestrzeni Banacha wyznaczenie konkretnej war- 
tości miary Kuratowskiego jest dość trudne ponieważ nie znamy żadnej formuły wyra- 
żającą tę miarę w jakiejkolwiek przestrzeni Banacha. Łatwiejsze jest to w przypadku 
miary niezwartości Hausdorffa ale tylko w niektórych przestrzeniach Banacha, w któ- 
rych można podać formuły wyrażające tę miarę. Związane jest to ze znajomością wa- 
runku koniecznego i wystarczającego relatywnej zwartość zbioru, który nawiązuje do 
struktury rozważanej przestrzeni. Okazuje się bowiem, że w niektórych przestrzeniach 


Banacha nie znamy takich warunków. 
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Z tego właśnie względu zaproponowano podejście aksjomatyczne do koncepcji mia- 
ry niezwartości. Pojawiło się wiele takich definicji, które zawierały różne, niekoniecznie 
równoważne aksjomaty. Jednak cytując J. Banasia i K. Goebla [6]: zbiór aksjomatów 
powinien spełniać dwa warunki: po pierwsze mieć naturalną realizację a po drugie być 
użytecznym narzędziem w zastosowaniach. Dlatego przytoczymy właśnie aksjomatykę 
podaną w 1980 roku przez J. Banasia i K. Goebla [6]. Ma ona szerokie zastosowania 
w teorii równań różniczkowych i całkowych oraz dopuszcza wiele naturalnych realizacji, 
przez co w szczególnym przypadku można otrzymać wiele klasycznych miar niezwar- 
tości. 


A zatem przyjmujemy następującą aksjomatyczną definicję miary niezwartości [6]. 


Definicja 3.5. Funkcję u : Dig — R} nazywamy miarą niezwartości, jeśli spełnione 


są następujące warunki: 
(i) Rodzina ker u = {X € Me : u(X) = 0) jest niepusta i ker u C Ng; 


(i) X CY > p(X) < n(Y); 


(iv) p(Conv X) = u(X); 
(v) UAX + (1—A)Y) € Au(X) + (1 — A)i(Y) dla A € (0, 1]; 


(vi) Jeśli (Xn) jest ciągiem zbiorów domknietych z tr takich, że X,,1 C X, dla 
n = 1,2,... oraz lim u(X,) = 0, to wtedy zbór X% = f Xn jest niepusty. 
noo n=l 


Rodzinę ker u z aksjomatu (i) nazywamy jądrem miary p. 

Następnie zauważmy, że z aksjomatu (vi) wynika, że u(X,) € u(X,) dlan = 1,2,... 
a to oznacza, ze (Xœ) = 0. Stąd wnioskujemy, że podzbiór zbioru X» należy do jądra 
ker u. Ten prosty fakt jest bardzo ważny w dalszych rozważaniach. 

Miara niezwartości w sensie tej aksjomatyki jest pewną funkcją określoną na rodzi- 
nie wszystkich niepustych i ograniczonych zbiorów w przestrzeni Banacha E i zerująca 
się na pewnej podrodzinie wszystkich niepustych i relatywnie zwartych zbiorów w tej 
przestrzeni. 

Dzięki takiemu podejściu do definicji miary niezwartości możemy tworzyć wygodne 
formuły tych miar w przestrzeniach, w których nie znamy warunków koniecznych i wy- 
starczających relatywnej zwartości zbioru. Dodatkowo, dobierając odpowiednio jądro 
miary niezwartości możemy skonstruować takie miary, których stosowanie umożliwia 
nam scharakteryzowanie rozwiązań badanych równań. 

Będziemy rozwazali także miary niezwartości, posiadające pewne dodatkowe wła- 


sności. Miara u jest nazywana subliniową jeśli spełnia następujące warunki: 
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(vii) WAX) = |Au(X), A € R; 
(viii) (X +Y) < p(X) + (Y). 
Mówimy, ze miara niezwartości ma własność maksimum jeśli: 
(ix) p(X UY) = maxfu(X), u(Y))- 
Miarę u nazywamy pełną jeśli: 
(x) ker u = Neg. 


Ostatecznie, miarę niezwartości 44 nazywamy regularną jeśli jest subliniowa, pełna 
oraz ma własność maksimum. 

Przykładami regularnych miar niezwartości są miary Kuratowskiego i Hausdorffa, 
natomiast nieregularnych funkcje: (X) = diam(X) oraz m(X) = ||X||, ponieważ 
jądro miary jw to rodzina zbiorów jednoelementowych a jądro miary u2 złożone jest 
tylko ze zbioru 40). 

Jak już wspomnieliśmy wcześniej, najbardziej znaną regularną miarą niezwarto- 
ści jest miara Hausdorffa y. Można pokazać, że ta miara ma także inne interesujące 
własności (por. [1, 4, 6, 11]). 

Użyteczność miary niezwartości Hausdorffa x prowadzi do postawienia pytania czy 
każda regularna miara niezwartości p jest równoważna mierze Hausdorffa x. W [12] zo- 
stało pokazane, że ogólnie odpowiedz jest negatywna. Niemniej jednak poniższe twier- 
dzenie pokazuje, że każda regularna miara niezwartości jest jednostronnie porównywal- 


na z miarą Hausdorffa (por. [6]). 

Twierdzenie 3.6. Jeśli ji jest regularną miarą niezwartosci to wtedy 
WX) < n(B1)x(X) 

dla każdego zbioru X € Mtg. 


Jak już wspomnieliśmy pierwszym, który wykorzystał pojęcie miary niezwartości 
był Darbo, który uogólnił twierdzenie Schaudera dla operatorów niezwartych. Miano- 
wicie, używając miarę niezwartości Kuratowskiego sformułował on twierdzenie o punk- 
cie stałym. Twierdzenie to umożliwia zakładanie mniej restrykcyjnych warunków niż 
w twierdzeniu Schaudera. Dodatkowo, można pokazać, że miara Kuratowskiego może 
być zastąpiona inną dowolną miarą niezwartości. Przedstawimy teraz definicję opera- 


tora kondensującego a następnie zapowiedziane twierdzenie Darbo o punkcie stałym. 


Definicja 3.7. Niech X C E, X ź Qi niech T : X — E będzie ciągłym opera- 


torem przekształcającym zbiory ograniczone na ograniczone. Mówimy, że T spełnia 


19 


warunek Darbo względem miary niezwarto$ci „ ze stałą k > 0, jeżeli dla dowolnego 


ograniczonego podzbioru Q C X zachodzi nierówność: 


u(T(Q)) < ku(Q). 


Gdy k < 1, wtedy operator T nazywamy kontrakcja ze względu na miarę ju (a dokład- 
niej u-kontrakcja). 


Twierdzenie 3.8. Niech E będzie przestrzenią Banacha i niech M C E będzie niepu- 
stym, ograniczonym, domknietym i wypukłym podzbiorem przestrzeni Banacha E oraz 
T:M— M będzie u—kontrakcją. Wtedy T ma przynajmniej jeden punkt stały w M. 
Ponadto zbiór wszystkich punktów stałych operatora T na zbiorze M należy do jądra 


miary u, gdzie u jest dowolną miarą niezwartosci na przestrzeni E. 


3.2 Miary niezwartości w klasycznych przestrzeniach ciągo- 


wych 


W podrozdziale tym zaprezentujemy znane fakty dotyczące miar niezwartości w kla- 
sycznych przestrzeniach ciągowych [6, 8, 13]. 

W przypadku przestrzeni ciągowych co, c i I, sytuacja dotycząca miar niezwartości 
wydaje się być dość klarowna. Rzeczywiście, w przestrzeniach co i lp znamy wygodnie 
wzory nawiązujące do struktury tych przestrzeni i pozwalające wyrazić miarę niezwar- 
tości Hausdorffa x. 

Aby przedstawić te formuły rozważmy najpierw przestrzeń cy i weźmy dowolny, 
niepusty i ograniczony podzbiór przestrzeni co tzn. weźmy zbiór X € Mte. Wtedy 
mamy [6]: 


x(X) = lim { sup bunte T n) 


TS (an )EX 
Następnie, jeżeli weźmiemy dowolną liczbę p, p > 1, wtedy dla X € M, mamy 
[6, 13]: 


XX) = Im {sup [( S ep)” se (2) ex). 


k=n 


W szczególności, jeśli p = 1 to dla X € Mt, mamy (6, 13]: 


W przypadku przestrzeni ciągowej c sytuacja jest trochę bardziej skomplikowana. 
Mianowicie, nie znamy wzoru na miarę niezwartości Hausdorffa y w przestrzeni c ale 


znamy dobre oszacowanie x. Dla X € M, zdefiniujmy miarę u(X) wyrażoną wzorem: 


u(X) = lim [ow f sup{la: — Jim zg LLS np (3.3) 


n= c.)EX 
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Wtedy z [6] mamy oszacowanie: 


EUX) < (X) < W(X), (3.4) 


Miara (3.3) jest regularna. Niemniej jednak, zwróćmy uwagę na to, że miara u ma 
tylko teoretyczne znaczenie, ponieważ używanie wzoru (3.3) wymaga znajomości granic 
ciągów należących do X. Dlatego, aby uzyskać wygodniejszą formułę, możemy użyć 
klasycznego warunku Cauchy'ego związanego z granicą ciągu, ponieważ takie podejście 
nie wymaga użycia granicy ciągu. Tak więc, dla X € M. definiujemy wielkość: 


Ue( X) = lim { sup { sup{len — da SIS yh. (3.5) 


k—oo (xi)EX 
Warto wspomnieć, że w kilku pracach i monografiach ([6, 10, 13], dla przykładu) 
możemy spotkać wyniki potwierdzające, że miara ue wyrażona wzorem (3.5) jest re- 
gularna i równoważna mierze Hausdorffa y w przestrzeni c. Z drugiej strony nie ma 
dowodu tego faktu. Dlatego, aby wypełnić tę lukę, poniżej przedstawiamy pełny dowód 


następującego twierdzenia. 


Twierdzenie 3.9. Wielkość u. zdefiniowana wzorem (3.5) jest regularną miarą nie- 


zwartości w przestrzeni c. Co więcej, spełnione są następujące nierówności: 
x(X) € u( X) < 2x(X) (3.6) 
dla X € M. 
Dowód. Na początku zauważmy, ze biorąc pod uwagę wzór (3.5) możemy sprawdzić, ze 
wielkość ue spełnia założenia (ii)-(v) i (vii)- (ix) z definicji regularnej miary niezwartości 
(por. Definicja 3.5). 
Następnie, ustalmy dowolnie zbiór X € M, i wybierzmy ciąg z = (x;) € X. Ustalmy 
naturalną liczbę k. Wtedy dla dowolnego n,m > k mamy: 
|En — m| S |En — lim z;| + |zm — lim z;]. 
Stąd mamy oszacowanie: 
Le(X) < 2u(X), (3.7) 


gdzie u jest miarą niezwartości definiowaną wzorem (3.3). Łącząc (3.4) i (3.7) otrzy- 
mujemy: 
Le(X) < Ax(X) (3.8) 


dla X € Mt. 
Oznaczmy r = He(X). Ustalmy e > 0 i znajdźmy naturalną liczbę ko taką, ze 


|En — £p| Sr +e (3.9) 
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dla każdego x = (z;) € X in,m 2 ko. Rozważmy zbiór: Xy, = l(z1,22,..., Lk) : 
£ = (£1, L2,.--,Lko,Lkot1,---) € X}. Oczywiście X, jest ograniczonym podzbiorem 
przestrzeni Euklidesowej IR^». A zatem istnienie skończona e-sieć zbioru X;, utworzona 
przez pewne elementy 91, 92,- - . , Pm, gdzie gp = (Y1, Y2- - -Yk ) dla p = 1,2,...,m. 


Następnie, rozważmy ciąg yp (p = 1,2,..., m) definiowany jako: 


Up = (yi. y5, Mur PUES Yko Yko? soaps b 


Pokażemy, że zbiór (yi, ys,..., Ym} tworzy r + 2e-sieć zbioru X w przestrzeni c. Na- 
stępnie, weźmy dowolny ciąg z = (xi) € X. Wtedy możemy znaleźć indeks ko taki, ze 


dla p = (yb Y2- - -> Yko) (1 & p < m) 
Imi yi | SE (3.10) 
dla 7 = 1,2,...,kg. Następnie dla i > kg, otrzymujemy: 
Iti — yż| Ś |i — Tko| + [ko — YF] = [Bi — Lko| + [ko Ukol: 
Stąd i z (3.9) oraz (3.10) mamy: 
|; —y;|<r+e+e=r+2e. (3.11) 


Łącząc (3.10) i (3.11) wnioskujemy, że zbiór (yi, yo, ..., Ym} tworzy r + 2e-sieć zbioru 


X w przestrzeni c. Co więcej, na podstawie dowolności mamy, że 
x(X) śr, 


co prowadzi do nierówności: 
x(X) € pe(X). (3.12) 


Łącząc oszacowania (3.8) i (3.12) wnioskujemy, że prawdziwe są następujące nierówno- 
Sci: 

X(X) € n (X) < 4x(X), (3.13) 
które są spełnione dla X € Wte. 

Zauważmy teraz, że z nierówności (3.13) otrzymujemy, że wielkość ue spełnia zało- 
żenia (i) i (vi) Definicji 3.5. A zatem, m, jest subliniową miarą niezwartości z własnością 
maksimum w przestrzeni c. Ponownie stosując (3.13) wnioskujemy, że m, jest regularną 
miarą niezwartości równoważną mierze Hausdorffa x. 

W dalszej części zauważmy, że oszacowanie (3.8) można polepszyć. Ponieważ m, jest 


regularną miarą niezwartości to na podstawie Twierdzenia 3.6 mamy: 


Le(X) € n (B1)xCX) (3.14) 
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dla dowolnego zbioru X € M. (symbol Bı oznacza kulę jednostkową w c). Z drugiej 


strony można przeliczyć, że (B4) = 2. A zatem, z (3.14) otrzymujemy: 
Le(X) € 2x(X). (3.15) 


Ostatecznie, łącząc (3.12) i (3.15) otrzymujemy żądane oszacowanie (3.6), co kończy 
dowód. o 


Teraz zajmiemy się miarami niezwartości w przestrzeni lœ. Po pierwsze zauważmy, 
że w tej przestrzeni nie znamy wzoru wyrażającego miarę niezwartości Hausdorffa x. 
Co więcej, nie znamy wzoru dla regularnej miary niezwartości w la [1, 6, 13]. Zatem, je- 
dynie w sposób aksjomatyczny, możemy zdefiniować miarę niezwartości (por. Definicja 
3.5). Warto wspomnieć że pewne wygodne formuły miar niezwartości w przestrzeni l% 
są znane i używane [6, 13]. Niestety w literaturze nie ma dowodów na ich poprawność 
tzn. nie ma dowodów, że te formuły wyrażają miary niezwartości w lœ. W niniejszej 
rozprawie uzupełnimy tę lukę. 

W celu zaprezentowania wspomnianych wzorów ustalmy zbiór X € Dty_. Zdefiniu- 


jemy teraz trzy wielkości: 


ią (ŻE) = lim { sup { sup {|x| i> ny). (3.16) 
100 (ci)EX 
js CX). = lm { sup { supf|zn —Im|in,m> 231 (3.17) 
k—oo (zi)eX 
u3 (X) = lim sup diam X,,, (3.18) 


gdzie X, = (x, : z = (zj) € X] i diam X, = sup [los — Yn| : £ = (x;), y = (WE X}. 
Zauważmy, ze formuła wyrażająca miarę f° jest taka sama, jak wzór dla miary niezwar- 
tości Hausdorffa w przestrzeni co a wzór (3.17) dla wielkości 3° odpowiada wzorowi 


(3.5) dla miary ue w ciągowej przestrzeni c. 


Twierdzenie 3.10. Wielkości u% (i = 1,2,3) są subliniowymi miarami niezwartości 
w przestrzeni lx. Dodatkowo, miary u?” i u$? mają własność maksimum. Co więcej, 


dla dowolnego zbioru X € My. zachodzą następujące nierówności: 


x(X) < ug C), (3.19) 

x(X) < uż(X), (3.20) 
1 ONS POO, (3.21) 
KOJE. (3.22) 


Dowód. Dowód (3.19) może być przeprowadzony w podobny sposób jak dowód (3.12). 


Wynika to z faktu, że przestrzeń c jest podprzestrzenią przestrzeni lə- 
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Aby udowodnić (3.20) ustalmy X € 2, i polózmy r = us? (.X). Następnie weźmy 
dowolną liczbę e > 0. Wtedy, na podstawie definicji (3.18) możemy znaleźć naturalną 
liczbę ng taką, ze diamX, < r +e dla n > my. Stąd wnioskujemy, ze dla dowolnych 


elementów z = (z;), y = (yi) zbioru X mamy: 
lEn — Yn] ŚT+E (3.23) 


dla n > ng. 


Ponadto rozważamy zbiór: X4, = ((z1,29,...,z4,) : (vi) € X]. Ten zbiór jest rela- 


tywnie zwartym podzbiorem przestrzeni Euklidesowej R”*. Tak więc istnieje skończona 


e-sieć zbioru Xp, złożonego z elementów $i = (yj, y3.-... Yh h Y2 = (UV VAS 
Następnie ustalmy dowolny element y = (yi) = (yi qo... , Yno; Yno+1; --- ) zbioru X 


irozwazmy skończony podzbiór Y = (yi. Y2, ..., Ym} przestrzeni l% taki, ze 


yi = (yi, Y, sux AA Ynotls Yno+2> ... ) 


dla i = 1,2,...,m. Pokażemy, ze Y tworzy skończoną r +e-sieć zbioru X. W tym celu 
weźmy dowolny element x = (x;) € X i rozważmy element i = (x1, £2, . . . , $44). Wtedy 
możemy znaleźć elementy jk € Xno, Ge = (yf y3, ..., y% ) takie, że 

|; — yj| «e (3.24) 


dla i = 1,2,..., no. 
Weźmy teraz element yk = (yf, yb... Uy noo Vno+2,---) € Y. Wtedy z (3.23) 
i (3.24) mamy: 
[En — Yn| <rT+E 


dla n = 1,2,... . To oznacza, ze ||x — ysl, < r+e. Tak więc zbiór Y tworzy 
skończoną r + e-sieć zbioru X. Stąd mamy, ze x(X) < r+e. Ze względu na dowolność 
e otrzymujemy nierówność (3.20). Co więcej, zauważmy że oszacowania (3.21) i (3.22) 
są prostą konsekwencją nierówności trójkąta dla wartości bezwzględnej. 
Następnie, z (3.19) i (3.21) (albo z (3.20) i (3.22)) otrzymujemy następujące osza- 
cowanie: 
(X) < ux). (3.25) 
Ostatecznie, biorąc pod uwagę nierówności (3.19), (3.20) i (3.25) wnioskujemy, że 
wielkość m$?” (i = 1,2,3) spełnia założenia (i) i (vi) Definicji 3.5. Fakt, że są spełnione 
inne warunki (ii)-(v) i (vii), (viii) dla wszystkich wielkości n$? (i = 1, 2,3) oraz warunek 


(ix) dla m$” i u$? jest łatwy do udowodnienia. Oznacza to, że dowód jest skończony. O 
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3.3 Miary niezwarto$ci w przestrzeniach ciągów temperowa- 


nych 


Dzięki stwierdzeniu z podrozdziału 2.2, że pary przestrzeni (co, c$), (c, c?), (Ip, 15) 
i (lo, lf) są izometryczne możemy zdefiniować miary niezwartości w przestrzeniach 
ciągów temperowanych ch eÊ, i il. 
Miara niezwartosci Hausdorffa x(X) dla X € Ms może być wyrażona w następu- 
jący sposób (por. podrozdział 3.2): 
x(X) = lim { sup { sup TAEA iS n))). (3.26) 


Następnie, jeżeli weźmiemy dowolną liczbę p, p > 1, wtedy dla X € Mts mamy: 
p 


9o 1/p 
K(X) = m (s { ($ 8d) e= (x) ex]]. 
k=n 
Analogicznie do miary niezwartości jj, wyrażonej wzorem (3.5), miara w przestrzeni 
ciągów temperowanych c” może być wyrażona wzorem: 


uelX) = Jim { cr { sup{|Bnan = tw tnum my}. (3.27) 


k—oo zi)eX 
gdzie X € Me. 
Wykorzystując fakt, że przestrzenie c i c? są izometryczne, na podstawie Twierdze- 


nia 5.9 mamy następujące oszacowania: 
x(X) € no (X) < 2x(X) 


dla każdego X € Ms, gdzie x oznacza miarę niezwartości Hausdorffa w przestrzeni c?. 
Weźmy teraz pod uwagę przestrzeń ciągów temperowanych I$,. Pamiętając o wzo- 
rach (3.16) - (3.18) wyrażających miary niezwartości w przestrzeni lx, otrzymujemy 


następujące wzory dla odpowiedników tych miar w przestrzeni IŻ: 


u (X) = lim { sup { sup {Bilz : i i 2n (3.28) 
noo (z;)€X 
u(X) = lim { sup { sup{|Gnan = Badia : n, mM > K}, (3.29) 
k—oo (1;)EX 
uS (X) = lim sup diam X, (3.30) 


gdzie X € s. Co więcej, X£ w (3.30) jest rozumiany w następujący sposób 
XP = (rfl. : (ai) e X). 
Niezależnie od tego diam XP? = sup (2, — Yn] : (zi). (yi) € X). 
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Biorąc pod uwagę Twierdzenie 3.10 otrzymujemy następujące nierówności 


x(X) < u$ (X), (3.31) 
x(X) < u$ (X), (3.32) 
(X) < 205 (X), (3.33) 
us (X) € 201 (X), (3.34) 


gdzie X € Mys i symbol x oznacza miarę niezwartości Hausdorffa w przestrzeni 1%. 

Na podstawie nierówności (3.31)-(3.34) widzimy, że jądro ker uł składa się ze 
wszystkich zbiorów X należących do rodziny 9"; takich, że ciąg (Biz) dąży jed- 
nostajnie do zera ze względu na zbiór X tzn. dla każdego e > 0 istnieje naturalna 
liczba no taka, że 6,|x1,| < e dla wszystkich (z,) € X i dla n > no. 

Podobnie, jądro ker m składa się ze wszystkich zbiorów X € Me takich, ze ciag 
(n£n) dąży jednostajnie do skończonej granicy na zbiorze X. Inaczej można powie- 
dzieć, że ciąg (n£n) spełnia warunek Cauchy'ego jednostajnie ze względu na X. 

W końcu zauważmy, że jądro ker m składa się ze wszystkich zbiorów X należących 
do rodziny js których grubość wiązki utworzonej przez ciąg (Bnz,), gdzie (xi) € X, 
dąży do zera w nieskończoności. 

Zaznaczmy tutaj również, że miary niezwartości pe f us ; pe nie sa regularne w prze- 


strzeni 1%. 
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4 Twierdzenia o istnieniu rozwiązań zagadnienia Cau- 
chy'ego dla równań różniczkowych w przestrze- 


niach Banacha z użyciem miary niezwartości 


W naszych rozważaniach będziemy wykorzystywali pewne wyniki znane w teorii 
równań różniczkowych w przestrzeniach Banacha, w których obowiązują ogólne twier- 
dzenia o istnieniu rozwiązań równań różniczkowych z użyciem miar niezwartości i z wy- 
korzystaniem funkcji Kamkego. 

W rozdziale tym przedstawimy twierdzenie typu Kamkego o jednoznaczności roz- 
wiązań równań różniczkowych. W literaturze można spotkać również inne tego typu 
twierdzenia (por. [49]), jednak wspomniane twierdzenie typu Kamkego należy do naj- 
bardziej ogólnych i wydaje się być najbardziej wygodnym w zastosowaniach. 

W podrozdziale 4.1 omówimy twierdzenie Kamkego a w podrozdziale 4.2 zajmie- 
my się szczególnymi przypadkami tego twierdzenia, które będziemy wykorzystywali 


w dalszych rozważaniach (por. [6]). 


4.1 "Twierdzenie egzystencjalne z użyciem miary niezwartości 


i ogólnej funkcji Kamkego 


Twierdzenie o jednoznaczności, które przedstawimy, zostało udowodnione w 1930 
roku przez niemieckiego matematyka E. Kamkego [27]. Dotyczy ono jednoznaczności 
rozwiązań równań różniczkowych pierwszego rzędu w postaci wektorowej (2.2) — (2.3) 
i obejmuje również równania różniczkowe n—tego rzędu (w postaci rozwikłanej wzglę- 
dem pochodnej n—tego rzędu) oraz układy równań różniczkowych. 


W prezentowanym twierdzeniu Kamkego o jednoznaczności będziemy zakładać, że 


norma ||- || w przestrzeni R” jest normą euklidesową jednak może być ona zastąpiona 


przez dowolną inną normę. 


Twierdzenie 4.1. Niech P = ((x,y) : x € |xo, zo +a], y € R”, |y—yol| < b}, 


Po = Tm, y) TE (£o, Lo T a], y € R", ly UX yol| < by, gdzie Xo € R, Yo e R” SĄ 


ustalone oraz a,b są ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Zakładamy dalej, że dana jest 
funkcja f(x,y) = f: P — R”, która jest ciągła na Py. Niech w = w(x,u) będzie 


funkcją o wartościach rzeczywistych, która jest ciągła i określona na zbiorze: 


Ro = ((z,y) : £ € (o, To +a], OK u < 20)] 
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i taką, ze w(x, 0) = 0 oraz o tej własności, ze jedynym rozwiqzaniem równania róznicz- 
kowego: 


u = w(z,u) 


na dowolnym przedziale (xo, xo + €], które spełnia warunki: 


1-1 


— 0 przy T — zy 


u(x) >0 oraz 


jest funkcja u(x) = 0. 


Zakładamy dalej, że dla dowolnych (x,y1), (1,y2) € Po spełniona jest nierówność: 


If (z, yı) = f(z, ya) 


Wtedy problem Cauchy'ego: 


| < wo, lly — val). 


/ 


y = f(z, y), y(zxo) = Yo 


ma conajwyżej jedno rozwiązanie na dowolnym przedziale (xo, £o + €]. 


4.2 Twierdzenia egzystencjalne z użyciem miary niezwartości 


w pewnych przypadkach szczególnych 


W podrozdziale tym przypomnimy wynik dotyczący problemu (2.2)-(2.3), który 
nie jest nazbyt ogólny ale bardzo istotny dla naszych dalszych rozważań (por. [6]). 
W tym celu oznaczmy przez E, tzn. zbiór jądrowy miary niezwartości u określony 
następująco: 

E, = {x € E: {x} € ker u} 

(por. [10, 13]). 

Jądro E, jest domkniętym, zwartym podzbiorem E. Co więcej, jeżeli u jest miarą 
subliniową, wtedy E, jest liniową domkniętą podprzestrzenią E. Warto tutaj zazna- 
czyć, że koncepcja zbioru jądrowego miary jest bardzo ważna w teorii równań różnicz- 


kowych w przestrzeniach Banacha. 

Twierdzenie 4.2. Załóżmy, że funkcja f jest jednostajnie ciągła na I x B(azg,r) 
i ||f(t,x)|| € A, gdzie AT € r oraz I = |0, T]. Następnie, niech u będzie subliniową 
miarą niezwartości w E taką, że (xo) € ker u. Zakładamy, że dla każdego niepustego 


zbioru X C B(xo,r) i dla prawie wszystkich t € I zachodzi następująca nierówność 


u(Flt, X)) < p(t)u(X), (4.1) 


gdzie p(t) jest funkcją całkowalną na przedziale I. Wtedy problem początkowy (2.2)- 
(2.3) ma przynajmniej jedno rozwiązanie x = x(t) na przedziale I takie, że x(t) € E, 
dla t € I. 
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Poniższe twierdzenie jest nieznacznie zmodyfikowaną wersją rezutlatu zawartego 
w Twierdzeniu 4.2, dzięki czemu jest wygodniejsze do zastosowania w naszych dalszych 


rozważaniach (por. [10, 13]). 


Twierdzenie 4.3. Załóżmy, ze f jest funkcją zdefiniowaną na |0, T] x E o wartościach 
w E taką, że 
IF, x)| < P + All] (4.2) 


dla każdego t € [0,T] ix € E, gdzie P i A sq nieujemnymi stałymi. Następnie załóżmy, 
że f jest jednostajnie ciągła na |0, T1] x B(zo,r), gdzie AT; < 1 ir = PaT lel, Co 
więcej, zakładamy że f spełnia warunek (4.1) z subliniową miarą niezwartości u taką, 
że xo € E,. Wtedy problem (2.2)-(2.3) ma rozwiązanie x = x(t) na przedziale [0, T1] 
takie, że x(t) € E, dla t e [0, T1]. 


4.3 Przypadek ośrodkowej przestrzeni Banacha 


Znane twierdzenia, które zostały przestawione w poprzednim podrozdziale, tzn. 
Twierdzenie 4.2 i Twierdzenie 4.3 mają pewną wadę, mianowicie zakładamy w nich, że 
funkcja f jest jednostajnie ciągła. Okazuje się, ze na podstawie twierdzenia udowodnio- 
nego w 1982 roku przez H. Móncha i G.F von Hartena [32] w przypadku gdy rozważania 
prowadzimy w przestrzeni Banacha WCG (por. podrozdział 2.3), miara u = x (jest 
miarą niezwartości Hausdorffa) a funkcja w jest funkcją Kamkego odpowiedniej klasy, 
to założenie o jednostajnej ciągłości funkcji f może być zastąpione słabszym założe- 
niem ciągłości [32]. To samo stwierdzenie jest również prawdziwe, gdy p jest regularną 
miarą niezwartości rownowazna mierze Hausdorffa |11, 32] ponieważ, jak łatwo spraw- 
dzić, wszystkie rozumowania przeprowadzone w pracy [32] przenoszą się wtedy łatwo 
na przypadek tutaj wskazany (tzn., gdy E jest przestrzenią Banacha WCG oraz ju jest 
regularną miarą niezwartości równoważną mierze Hausdorffa x). 

W praktyce z tego twierdzenia będziemy głównie korzystać w sytuacji, gdy p jest 
regularną miarą niezwartości równoważną mierze Hausdorffa, natomiast E jest ośrodko- 
wą przestrzenią Banacha. Wtedy, jak ustaliliśmy w podrozdziale 2.3, przestrzeń E jest 
słabo zwarcie generowalna, tzn. E jest przestrzenią WCG. Zatem, w nawiązaniu do 
Twierdzenia 4.3, w takiej sytuacji wystarczy założyć, że f jest funkcją ciągłą na ilo- 


czynie kartezjańskim [0, T1] x B(x, r). 
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5 Twierdzenia o istnieniu rozwiązań nieskończo- 
nych układów równań różniczkowych w klasycz- 


nych przestrzeniach Banacha 


Jeżeli jako przestrzeń Banacha weźmiemy przestrzeń ciągową, wtedy równanie róż- 
niczkowe jest równoważne nieskończonemu układowi równań różniczkowych. Stwarza to 
możliwość bardziej subtelnych rozważań dotyczących rozwiązań nieskończonych ukła- 
dów równań różniczkowych, gdzie w założeniach istnienia rozwiązań wykorzystujemy 
strukturę danej przestrzeni. 

W rozdziale tym przedstawimy wyniki dla nieskończonych układów równań różnicz- 
kowych w przestrzeni |; w podrozdziale 5.1 oraz w przestrzeni ciągów ograniczonych 
w podrozdziałach 5.2 i 5.3. 


5.1 "Twierdzenie egzystencjalne dla nieskończonych układów 


równań różniczkowych w przestrzeni lı 


Nasze rozważania na temat rozwiązań nieskończonych układów równań różniczko- 
wych na początku ulokujemy w ciągowej przestrzeni Banacha l4, omówionej szczegóło- 
wo w podrozdziale 2.1. Głównym narzędziem wykorzystywanym w naszych badaniach 


będzie miara niezwartości Hausdorffa wyrażona w przestrzeni lų za pomocą wzoru: 


dla X € MY, (por. podrozdział 3.2). 


Rozważmy zatem nieskończony układ równań różniczkowych: 


L, = falt, £1, £2...) (5.1) 


z warunkami początkowymi: 
En(0) = ae (5.2) 


n 


däin = 1 2 e. 


Interesuje nas istnienie rozwiązania x = x(t) = (£„(t)) problemu (5.1)-(5.2), które 
jest zdefiniowane na przedziale I = [0,7] i takie, ze z(t) € l, dla każdego t € I. 
Problem Cauchy'ego (5.1)-(5.2) będziemy rozważali pod następującymi założenia- 


mi: 
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(1) do = (>) € lą. 


(ii) Funkcja f : I x R® > R (n = 1,2,...) odwzorowuje w sposób ciągły zbiór I x ly 


w lą. 
(iii) Istnieją nieujemne funkcje p,(t) i an(t) zdefiniowane na I takie, ze 
fus 22, ...)| S Palt) + an(t)|2| 
dla t € I, x = (£n) € h i dla n = 1,2... . 


(iv) Funkcje p, (t) są ciągłe na I i szereg funkcyjny »; pn(t) jest zbieżny na przedziale 
n=l 
I. 


(v) Ciąg (an(t)) jest wspólnie ograniczony na przedziale I i funkcja 
a(t) = lim sup a,,(t) 
jest całkowalna na przedziale 7. 


Możemy teraz przedstawić zapowiadane twierdzenie: 


Twierdzenie 5.1. Pod powyżej sformułowanymi założeniami (i) — (v) problem (5.1)- 
(5.2) ma przynajmniej jedno rozwiązanie x = x(t) = (zn(t)) zdefiniowane na przedziale 


I, jeśli AT < 1, gdzie A jest liczbą zdefiniowaną jako: 
A = sup{an (t): t E€ I,n = 1,2,...}. 
Co więcej, x(t) € lı dla każdego t € I. 


Dowód. Weźmy dowolnie z = (£n) € l, it € I. Wtedy na podstawie założeń mamy: 


IFE 2)||, = > fn (t £1, 1ą,...)| S AO + an(t)|tn|) 
< Fa + sup{a,(t):n=1,2,...} > EA 


< P+A)_ KAR 
=i 


gdzie: 
P =sup { © pn(t) ter}. 
n=1 
Stad otrzymujemy, ze 
IF, z), < P+ Alley, 


co oznacza, ze spelniony jest warunek (4.2) z Twierdzenia 4.3. 


; > : : f . . — KP-A)T |zol| 
Następnie, weźmy liczbę r zdefiniowaną w Twierdzeniu 4.3, tzn. niech r = =r 
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Rozważmy operator f = (fa) na zbiorze I x B(zg,r). Na podstawie faktów opisanych 
w podrozdziale 2.3 wystarczy sprawdzić, że operator f spełnia warunek (4.1) z Twier- 


dzenia 4.3. A zatem weźmy zbiór X taki, że X € Mı. Wtedy, otrzymujemy: 


X CF (t, X)) = lim (sub >. | fk(t, £1, £2,- Jl] 


139 (zn)€X k—i 
< im { sup {X Orle) + (Ole) +2 = (en) € XJ] 
k=i 
< in (HG + supfax(t) : e > i} Y leal} 
k=i k=i 


Na podstawie założeń (iv) i (v) wnioskujemy, że zachodzi następujące oszacowanie: 


x(f(t, X) < a(t)x(X). 


Ponieważ przestrzeń lı jest ośrodkowa, więc na podstawie faktów zawartych w podroz- 
dziale 4.3 wnioskujemy, że spełnione są wszystkie założenia Twierdzenia 4.3. 
Tym samym możemy uznać, że dowód naszego twierdzenia został zakończony. 


O 


5.2 Twierdzenie egzystencjalne dla nieskończonych układów 


równań różniczkowych w przestrzeni l% 


Rozważmy następujący semiliniowy, nieskończony układ równań różniczkowych ma- 
jący postać: 
: [e ©) 
TES 5 anj(t)£j + falt, £1, Doc) (5.3) 
ja 


z warunkami początkowymi: 
AW (5.4) 


n 


dla n = 1,2,... oraz t € I. 


Powyzej opisany problem (5.3) — (5.4) bedziemy rozwazali w przestrzeni Banacha 


lœ pod następującymi założeniami: 


(ii) Funkcja f = (fi, f2,...) odwzorowuje zbiór I x lœ w lœ oraz jest ciągła jedno- 


stajnie na I x lm, gdzie I = [0,7]. 


(iii) Istnieje ciąg (pn) zbieżny do zera taki, ze |fa(t,x11,12,...)| € p, dla t € I, 
z = (£n) E€ lœ i dla n = 1,2... . 
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(iv) Dla wszystkich naturalnych liczb n, j funkcje a,;(t) = anj : I > Ry są niemale- 
jące na przedziale 7. 
(v) Dla każdego n = 1,2,... szereg funkcyjny © an;(t) jest jednostajnie zbieżny na 
ja 
przedziale I. 
Biorąc pod uwagę założenia (iv) i (v) dla dowolnie ustalonego n = 1,2,... może- 


my rozważyć funkcje A„(t), A„(t), An(t) zdefiniowane na przedziale I w następujący 


sposób: 
Ant) = Dast 
4,(t) = You 
A,(t) = X ost). 


Oczywiście powyższy wzór definiuje A, (t) dla n > 2. Możemy rozszerzyć tę definicję 
kładąc A(t) = 0 dla t € I. 

Co więcej zauważmy, że funkcje A, (t), A, (t), A,(t) są nieujemne i niemalejące w prze- 
dziale 7. 


W dalszej części będziemy dodatkowo nakładać następujące założenia: 


(vi) Ciąg (An(t)) jest jednostajnie zbieżny do zera na przedziale I. 
(vii) Ciąg (An(t)) jest jednakowo ciągły i wspólnie ograniczony na przedziale I. 


Uwaga 5.2. Zwróćmy uwagę, że w założeniu (ii) wystarczy wymagać, żeby funkcja 
f = (fi, fos...) była jednostajnie ciągła na zbiorze I x B(xo, r) dla dowolnie ustalonego 
r > 0. Wynika to z Twierdzenia 4.3 i jest używane w dowodzie poniżej przedstawionego 


wyniku. 
Dla naszych dalszych rozważań zdefiniujmy następujące stałe: 
A = sup{ Án(t) :t E€ I,n = 1,2,...}, 


P = sup{pn : n = 1,2,...}. 


Zauważmy, że na podstawie narzuconych założeń mamy, że A « oo i P < oo. 


Teraz możemy sformułować nasz wynik. 


Twierdzenie 5.3. Załóżmy, że spełnione są warunki (i) - (vii) i niech AT < 1. Wtedy 
problem (5.3) — (5.4) ma przynajmniej jedno rozwiązanie x = x(t) = (x,(t)) zdefinio- 


wane na przedziale I takie, że x(t) € l4, dlat € I. 
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Dowód. Dla dowolnie ustalonego x = (£n) € lœ it € I oznaczmy 


galt £) = X das + falt, £1, ZA 


g(t, x) = (g(t, x), g(t, x), si) = (gw (t, ©). 


Nastepnie ustalmy n € N. Wtedy, stosujac narzucone zalozenia, otrzymujemy: 


|gn(t, x) «Xs EE £1, aes) 


E JEST J= 12...) ps» € An(t)||z|| + Pn. 


Daje to następujące oszacowanie: 
[|g(t,z)||< P+Alle||, (5.5) 


gdzie symbol || - || oznacza normę w przestrzeni lx. Z powyższego oszacowania wnio- 
skujemy, ze operator g = g(t, x) odwzorowuje zbiór I x lg w lx 

Następnie, weźmy liczbę r = Um ol. (por. Twierdzenie 4.3). Rozważmy operator 
g na zbiorze I x B(zo,r). 
Ustalmy teraz t,s € I i x,y € B(xo, r). Nie tracąc ogólności możemy założyć, ze s < t 


(por. założenie (iv)). Wtedy, na podstawie naszych założeń, dla ustalonego n € N 


otrzymujemy: 
Y ons; S ua Ease Yos — fn(5,Yn Y2, E 
j- j= 
< Yast - Laub s)Uj R alt 31,22, " xd fals, Y1, Y2, | 
j-— 
< [E ale; - M any(sjej| sn; = È tale 
j= j= j= j= 


+ (falt, 31,02, za) = fals, yi, Y2, s)| 


= |) [an (t) — an(s )læ;| + |X anj(s) (25 — v;) 
j=1 j=l 

+ |fn(t, 11, Ta, -..) — fn(5,Yn Yo, -..)| 

< > last )- anj(S \Jlæ;| + > an;(5 s) — yjl 
j=l 


+ |fn(t,z) — fn(s,y)| 


< lell [nuit - Lan) +e — all a s) 
j=l 
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fut.) — fn(s,y)| 

lell] An) — An(s)] + Alle — yll + FG ©) — f(s,y)|| 
(Ikrol| + 7) supt|An(t) — An(s)| : n = 1,2, ...} + Alle — vll 
+ [fŒ x)= f(s, yl 


-- 
< 
< 


Stąd, mając na uwadze założenia (ii) i (vii) wnioskujemy, że operator g(t, z) jest jed- 
nostajnie ciągły na zbiorze I x B(zv,T). 
Następnie, weźmy niepusty podzbiór X kuli B(zg,r) i ustalmy z,y € X,t € I. 


Wtedy, dla dowolnie ustalonej naturalnej liczby n, n > 2, otrzymujemy: 


|gn(t, £) — gn(t,y)| <> as; (t); — X` as; (t); 
j=l 


+ |f (t, £1, £2, sza) SE falt, Y1, Y2, m 


n—1 n—1 oo 
< » an;(t)z; + > as; (tt; — | Ang (t)y; — D , an; (Dv; 
j=l j=l j=n 
+ |fn(t, £1, £2, s + fast; Y1, Y2, | 
n—1 
S » An; (t) (Zz — yj) y;)| + 2Bn 
j=l 
n—1 
<Q. asj(t)|z; — uil + » asj(t)|x; — vj] + 2p» 
j=l 


n-l 
< [lx — yll > anj(t) + fs i sup]; — yj| : j 2 nj + 2Pn 
j- =i 
< A„(t)diamX + A,(t) sup{diamX;: j >n}+ 2p, . 
Z powyższego oszacowania otrzymujemy następującą nierówność: 
diamg, (t, X) < A,(t)diamX + A„(t t) sup{diamX,; : j > n}+ 2p, , 
która zachodzi dla kazdego n € N. Stad dostajemy: 


sup(diamg;(t, X): j 2 n) < sup{A,(t) : j > n}diamX 
+ [sup{A,(t) : j2n|sup(dianX;: j 2n) 


+ 2supfp;: j 2m]. 
Powyższe oszacowania i założenia (iii) i (v)-(vii) pozwalają nam wywnioskować nastę- 
pującą nierówność: 

u(g(t, X)) < bt) MX) , (5.6) 
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gdzie funkcja b(t) jest zdefiniowana na przedziale I w następujący sposób: 


b(t) = lim sup Ån (t) . 


n— oo 


Ostatecznie, biorąc pod uwagę (5.5), (5.6) i inne fakty ustalone w powyżej przeprowa- 
dzonym rozumowaniu, na podstawie Twierdzenia 4.3 wnioskujemy, że istnieje rozwią- 
zanie x(t) = (x;(t)) problemu (5.3)-(5.4) takie, że x(t) € lœ dla każdego t € I. Dowód 


jest zakończony. [1 


Uwaga 5.4. Zauważmy, ze na podstawie Twierdzenia 4.3 można pokazać (zob. [6]), ze 
wszystkie rozwiązania x = x(t) = x,(t) problemu (5.3)-(5.4) należące do kuli B(zo,r), 
tzn. x(t) € B(zo,r) dla t € I są takie, że x(t) € keru dla t € I, gdzie u jest miarą 


niezwartości w przestrzeni lo wyrażoną wzorem (3.18). 
Przedstawimy teraz przykład, ilustrujący wynik uzyskany w Twierdzeniu 5.3. 


Przykład 5.5. Rozważmy semiliniowy nieskończony układ równań różniczkowych po- 
staci (5.3), gdzie funkcje: anj oraz f, (t, £1, 12, ...) są zdefiniowane w następujący sposób: 
tJ 


dnj = > 
J nj’ 


z t arc tg(Tn + Enyi) 
ata +y 


? 


falt, T1, T2, mM 


gdzie n, j —1,2,..it€ I oraz T < 1. Ponadto załóżmy, ze podany wyżej nieskończony 


układ równań różniczkowych jest rozważany z warunkami początkowymi (5.4). 


Używając klasycznych metod analizy matematycznej można pokazać, że funkcje 
a,;(t) spełniają założenia (iv) i (v). 


Co więcej, dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n mamy: 


dla t € I. Z tego wynika, że ciąg A,(t) występujący w założeniu (vi) jest jednostajnie 


zbieżny do zera na przedziale I. Rzeczywiście, na podstawie nierówności: 


= 
3 
= 
A 


A(t) < --m( - Tm. 


wnioskujemy o prawdziwo$ci naszego stwierdzenia. 
Zauważmy, ze na podstawie (5.7) otrzymujemy, ze spełnione jest założenie (vii). Co 


więcej, mamy: 
A -—sup(A«(t) : t € Z,n = 1,2,...) = — In(1- T). (5.8) 
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Następnie, zwróćmy uwagę na to, ze dla dowolnego n € Ni dla x = (zn) € lm 
zachodzi następująca nierówność: 
Tr 
|fn(t, £1, £2,- JES = < 3 
A to oznacza, że spełnione jest założenie (iii) z p, = Tz dla n = 1,2,... . Oczywiście 
założenie (i) jest spełnione, jeżeli zazadamy, ze £o = (x9) € lm. 

W końcu, ustalmy dowolną liczbę r > 0 i rozważmy kulę B(2g, r) w przestrzeni la. 
Funkcja f,(t, £1, 12,...) jest jednostajnie ciągła na zbiorze I x B(zg,r). To stwierdzenie 
jest konsekwencją faktu, że odwzorowanie fi = fı(t, £1, £2,...) ma największy moduł 
ciągłości pośród funkcji f, (n = 1,2,...) na zbiorze I x B(ag,r). Z drugiej strony 
wszystkie funkcje f, są jednostajnie ciągłe na zbiorze I x B(xo,r) ponieważ funkcja 
fn(t,T1,%2,...) zależy tylko od trzech zmiennych. A zatem, korzystając z Uwagi 5.2 
dostajemy, że spełnione jest założenie (ii) Twierdzenia 5.3. 

Otrzymujemy zatem, że rozważany tutaj semiliniowy nieskończony układ równań 
różniczkowych ma co najmniej jedno rozwiązanie x = x(t) = (x,(t)) zdefiniowane na 


przedziale I = [0, T], gdzie T > 0 i T spełnia nierówność: 
-Tln(1-T)<1. 


Niezależnie od tego mamy, ze (1,(t)) € lm. 


5.3 Twierdzenie egzystencjalne dla nieskończonych układów 
równań różniczkowych w przestrzeni lx z zanikającym lub 


powiększającym się zaburzeniem 


W podrozdziale tym przedstawimy specjalny przypadek badanego poprzednio semi- 
liniowego nieskończonego układu równań różniczkowy (5.3) z warunkami początkowymi 
(5.4). Bardziej dokładnie, będziemy rozważali pewien szczególny przypadek wyrazu za- 
burzonego f = f(t, x) = (fi(t, x), fo(t, x), ...) występującego w nieskończonym układzie 
(5.3). 


Na początku weźmy pod uwagę nieskończony układ równań różniczkowych: 
j=1 


z warunkami początkowymi: 

1,(0) = xe (5.10) 
dla n = 1,2,... i dla t € I = [0, T]. 
Będziemy rozwazali problem (5.9)-(5.10) przy założeniach (i), (iv)-(vii) Twierdzenia 


5.3. Co wiecej, zalozenia (ii), (iii) zastapimy nastepujacymi: 
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(i) Funkcja t + f(t, x) działająca ze zbioru I x lg w przestrzeń lœ% jest jednostajnie 


ciągła na I ze względu na x należący do dowolnej kuli B(zg, r) w przestrzeni le. 


(ii) Dla każdego n € N istnieje nieujemna stała k, taka, ze dla wszystkich x,y € lm, 


x= (Xn), y = (Yn), spełniona jest następująca nierówność: 
Jm Ddr Eh A = In Ut Yn, Yn+1, - < kn sup{ |z; zx yj] : J > n} s 
(ü) Ciąg stałych (kn) występujący w założeniu (iii') jest ograniczony. 


Zauważmy, że biorąc pod uwagę założenia (i), (ii) i (iii?) możemy zdefiniować 


następujące skończone stałe: 
F = sup{|fn(t,0,0,..)|: EI, n= 1,2,...}, 


k = sup{kn : n = 1,2,...}. 


Dalej zauważmy, że z założeń (iii'), (1^) wynika, że funkcja f = f(t, x) spełnia warunek 
Lipschitza ze stałą k ze względu na zmienną x. Rzeczywiście, dla dowolnie ustalonych 


z = (£n), Y = (Yn) € læ i dla każdego ustalonego t € I mamy: 


f(t, z) — f(t, y)|| = sup{|fa(t, En, tuens) — falt, Yn, des 4: N=1,2,...) 
sup{kn sup{|z; n yl SKIE nj += 1,2, uH 
sup k,|lz — y|]: n = 1,2,...} < K||r — yll. (5.11) 


A AN 


Oprócz tego zauważmy, ze funkcja f = f(t,x) jest jednostajnie zbieżna na zbiorze 
I x B(zxg,r), gdzie r > 0 jest dowolnie ustalone. 
W celu udowodnienia tego stwierdzenia ustalmy dowolnie ty, to EI oraz 11, x3 € B(1g,T). 


Wtedy, na podstawie (5.11) mamy: 


|f (t2, v2) — f (ti, 21)]| < ||f (ta; 22) — f(ta, 11)|| + Lf (ta, 21) — f(t, £1)]| 


< 
<k\ |x. — zi|| + [|f (to, 21) — f(t, 21)|| . 


Stąd, w świetle założenia (ii) uzyskujemy żądaną jednostają ciągłość. 
Teraz możemy przedstawić wynik dotyczący problemu (5.9)-(5.10). 


Twierdzenie 5.6. Załóżmy, że założenia (i), (W), (W), Gii”) $ (iv)-(vii) są spełnione 
oraz T(A +k) < 1. Wtedy problem (5.9)-(5.10) ma co najmniej jedno rozwiązanie 
x = x(t) = (x«(t)) zdefiniowane na przedziale I = |0, T] i takie, że x(t) € lx dlat € I. 
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Dowód. Będziemy postępowali podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 5.3. Tak więc 
ustalmy n € N. Wtedy, dla dowolnie ustalonych x = (£n) € lj; i t € I, na podstawie 


założeń i faktów ustalonych powyżej, otrzymujemy: 
lost.) < Lawl OI) 


< A„(t||z|| + [fu En, aus e) — falt, 0,0, -..)| + |fn(ż,0,0, ...)] 
< A„(t)||x|| + k supt]|v;]: j 2 nj +F < Allal] +knl|e||+ F, 


gdzie, podobnie jak w poprzednich rozważaniach, oznaczyliśmy: 
Init, x) = CALA Tı, T2, sej = 5 anj (t)z + falt, Tn, n+l; 25] 


dla n — 1,2,... . Daje to nastepujace oszacowanie: 


lg, z)|| < (A+k)l|z|| + F . 


Z powyższego oszacowania wynika, ze operator g = g(t,x) odwzorowuje zbiór I x l% 
w l» 


Następnie, weźmy liczbę: 
r=(FT+(A+k)T||zgl|)/(1 — (A+k)T). 


Rozważmy operator g(t,x) na zbiorze I x B(xo,r). W związku z wcześniej ustaloną 
jednostajną ciągłością operatora f = f(t,z) na zbiorze I x B(zg,r) i zgodnie z rozu- 
mowaniem przeprowadzonym w dowodzie Twierdzenia 5.3 wnioskujemy, że operator 
g(t, x) jest jednostajnie ciągły na zbiorze I x B(zo, r). 

Ustalmy teraz niepusty podzbiór X kuli B(zg, r) i weźmy dowolne x,y € X it € I. 
Wtedy, dla dowolnie ustalonego n € N otrzymujemy: 


T Watts Tn, ln+1) 2 = fab Yn: Yn+i; i) 


1g. (t, x) = Galt, y)| < » Anj (t)z; S >” ang (ty; 
j=l j= 


n—1l oo n—1 oo 
< |* Gng (ft; EE Gag (ta; — 9 , aut); — 2 ; ouv; 
j=l j=n j=l j=n 


+ kn sup{|z; — yj: j >n} 


n—1 oo 
< 2 Ang (t)(%5 — Y;) + DE An; (£)(T; — y;)|+ kn sup(diamX;: j > n} 
> j=n 
<È anj(t)|z; — yy] + 2 Anj(t)|x; — yj| + ksup(diamX; : 7 > n) 
< ||z — vll > Ang (£) + (5 «se sup{|x; — y;| : j > n} 
j=l 
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+ ksup(diamX,: j 2 n) 
< A, (t)diamX + A, (t) sup(diamX;: j > n}+ ksup(diamX; : j > n}. 


Z, powyższego oszacowania wynika następująca nierówność: 


diamg,(t, X) < A,(t)diamX + A,(t) supfdiamX,: j > n} 
+ ksup{diamX;: j >n}, (5.12) 


która zachodzi dla każdego n € N. 


Teraz analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 5.3 definiujemy funkcję b : I > R, 


w następujący sposób: 
b(t) = lim sup A,(t) . 


noo 


Wtedy, z oszacowania (5.12) wnioskujemy, że ma miejsce następującą nierówność: 


u(g(t, X)) < O) + k)u(X) , 


gdzie u jest miarą niezwartości zdefiniowaną w podozdziale 3.2 za pomocą wzoru (3.18). 
Ostatecznie, zbierając wszystkie ustalone fakty i wykorzystując Twierdzenie 5.3 koń- 
czymy dowód. 

O 


Teraz zwróémy uwage na drugi szczególny przypadek semiliniowego, nieskoficzonego 


układu równań różniczkowych (5.3), który ma postać: 


Dn m > Gl; + falt, ds £2, si Ta) D (5.13) 


e. 
Il 
un 


dla n = 1,2,... i dla t € I. Oczywiście układ (5.13) będzie rozważany z warunkami 
początkowymi (5.4) tzn.: 
xd) = x9 (5.14) 


n 


(n = 1,2,..). Tak samo, jak wcześniej, szukamy rozwiązań problemu (5.13)-(5.14) 
w przestrzeni lx przy czym głównym narzędziem używanym w naszych rozważaniach 
jest miara niezwartości u wyrażona wzorem (3.18). 

Będziemy zakładali teraz, że spełnione są założenia (i), (iv)-(vii) sformułowane 


wcześniej, podczas gdy założenia (ii), (iii) będą zastąpione następującymi: 


(ii) Dla każdej ustalonej liczny naturalnej n funkcja f, : I x R” > R jest ciągła i dla 


każdej liczby naturalnej j (1 < j < n) istnieje nieujemna stała k? taka, że dla 
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dowolnych z = (£n), y = (Yn) € lo i dla każdego t € I zachodzi następująca 


nierówność: 
Lab og pia EP Pee y BAT | 


< kj|v; — yl - 


(iii) Dla każdej naturalnej liczny n mamy, ze kn = >. k? < 1. Co więcej, k < 1, gdzie 
j=l 
k= süpt kre 2 eek 


Teraz możemy zaprezentować nasze twierdzenie egzystencjalne. 


Twierdzenie 5.7. Załóżmy, że spełnione są założenia (i), (ii), (iii), (iv)-(vii), jeśli 
dodatkowo T(A + k) < 1, to problem (5.13)-(5.14) ma co najmniej jedno rozwiązanie 
x = x(t) = (x(t)) zdefiniowane na przedziale I i takie, że x(t) € lœ dla każdego t € I. 


Dowód tego twierdzenia może być przeprowadzony podobnie, jak dowód Twierdze- 


nia 5.6. dlatego zostanie pominięty. 
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6 Twierdzenia egzystencjalne dla nieskończonych 
układów równań różniczkowych w przestrzeni cią- 


gów temperowanych 


6.1 Wprowadzenie 


Na początku pokażemy, że nawet w prostych sytuacjach klasyczne przestrzenie 


ciągowe nie są wystarczające do ulokowania naszych rozważań. 


Przykład 6.1. Rozważmy liniowy, diagonalny nieskończony układ równań różniczko- 
wych: 


z warunkami początkowymi: 
Za(0) =n, AUE 2 s (6.2) 


Rozważmy problem (6.1)-(6.2) na przedziale I = [0, T]. 


Łatwo jest zobaczyć, że rozwiązanie problemu (6.1)-(6.2) ma postać: 
x(t) = Gb) = (ne y = (e, 2e, 3e*,...), 


a to oznacza, że x(t) £ lœ dla każdego t € I. Zatem przestrzeń lx nie jest wystar- 
czajaca dla rozważania rozwiązań problemu (6.1)-(6.2) w tej przestrzeni. Oczywiście, 
taka sytuacja wydaje się być naturalna ponieważ punkt początkowy (x2) = (n) nie jest 


elementem przestrzeni læ- 


Przykład 6.2. Rozważmy nieskończony układ równań różniczkowych: 


i [En] 
qa = NN—= (6.3) 
Y|Tn| +1 
dla n = 1,2,..., razem z warunkami początkowymi: 
dat) eU. dlan = 1,2,.... (6.4) 


Ustalmy dowolną naturalną liczbę n. Wtedy, możemy przeliczyć, że rozwiązanie 
problemu (6.3)-(6.4) jest postaci: 
242 


Enlt) = ——————— 
(t) 2+nt+2yl+nt 
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dla t € I. Stąd otrzymujemy oszacowanie: 


2 4- nt -- 21 + 2nt + n??? 


1 
2 nt 2( 4 nt) ^ 44 4nt io icu 


dla n — 1,2,... oraz dlat c I. 


Następnie, przedstawmy rozwiązanie problemu (6.3)-(6.4) w postaci x(t) = (x,(t)) = 
(xi(t), ro(t),...). Wtedy z oszacowania (6.5) wnioskujemy, ze x(t) ¢ l4, dla każdego 
t > 0. Z drugiej strony zauważmy, że prawa strona równania (6.3) nie jest ograniczona. 


Rzeczywiście, mamy 
na/z 
VU ed 


Powyzsze przyklady pokazuja, ze musimy powiekszyé przestrzenie w których pro- 


>n, gdy z oo. 


wadzimy nasze rozważania aby mieć pewność, ze rozwiązania nieskończonych układów 
równań należą do rozważanej przestrzeni. Okazuje się, że naturalnym sposobem na uzy- 
skanie istotnego powiększenia jest ulokowanie rozwiązań w tak zwanych przestrzeniach 
ciągów temperowanych, które zostały wprowadzone w podrozdziale 2.2. 

Warto wspomnieć, że takie podejście pozwala nam badać większą klasę nieskończo- 
nych układów równań różniczkowych w porównaniu z klasycznym podejściem. 

W pracy omówimy niektóre klasy nieskończonych układów równań różniczkowych, 
które mają rozwiązania we wspomnianych przestrzeniach ciągów temperowanych. Przed- 
stawione wyniki uogólniają kilka wyników uzyskanych dotychczas w klasycznych prze- 
strzeniach ciągowych ([7, 10, 13, 16, 17, 34]). 


6.2 Nieskonczony układ równań różniczkowych w przestrzeni 


ciągów temperowanych ch 


Rozważania prowadzone w tym rozdziale będą ulokowane w przestrzeni ciągów 
temperowanych c? opisanej w podrozdziale 2.2. A zatem załóżmy, ze 8 = (Bn) jest 
ciągiem o dodatnich wyrazach, który jest nierosnący. Przypomnijmy, że przestrzeń 
cÊ składa się ze wszystkich ciągów (x,) takich, że ciąg (8,1,) jest zbieżny do zera. 
Będziemy rozważali tylko ciągi liczb rzeczywistych (x,). Norma w przestrzeni c? jest 


zdefiniowana wzorem: 
lelle = (En) = SuP{Fn]an| : n=1,2,...). 


Aby uprościć zapis będziemy używali symbolu ||- || zamiast || - leg: 
) 
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6.2.1 Semiliniowy, dolnie przekatniowy, nieskończony układ równań róż- 


niczkowych 


Przedmiotem naszych badań w tym rozdziale na początku będzie semiliniowy, dolnie 


przekątniowy, nieskończony układ równań różniczkowych mający postać: 


Ll, =X dy Dine + falt, £1, £25...) (6.6) 
i=1 
z warunkami poczatkowymi: 
Zn(0) = z9, dla z= 1,2,.... (6.7) 


Zakładamy, ze dla każdej ustalonej liczny naturalnej n ciąg (n4, na, ..., ny.,) jest taki, ze 
1 S ni < no <... < Npk, <n. Co więcej, ciąg (n1) dąży do nieskończoności gdy n — oo. 
Ponadto zakładamy, że istnieje naturalna liczba K taka, że kn < K dla wszystkich 
=]; aera 
To oznacza, że każda ” część liniowa” układu (6.6) składa się tylko ze skończonej ilości 
niezerowych liczb a ich ilość nie przekracza K. Nieskończony układ (6.6) spełniający 
powyższy warunek będzie nazywany nieskończonym układem równań różniczkowych 
z częścią liniową o stałej szerokości. 

Poza warunkiem dotyczącym części liniowej o stałej szerokości nakładamy dodat- 


kowe założenia dla problemu (6.6)-(6.7): 


(i) Funkcje ann; = ann;(t) są jednakowo ciągłe na przedziale J dla n = 1,2,... oraz 
dla: t L2. ut 


(ii) Funkcje an,,(t) są wspólnie ograniczone na przedziale I przez dodatnią stałą 
A tzn. |ann;(t)| < A dla t € I oraz dla n = 1,2... oraz dla i = 1,2,..., kn; 


Gii) Ciąg (£2) należy do przestrzeni cj; 


(iv) Dla każdego ustalonego n funkcje fn(t,11,12,...) = fn(t, £) działają ze zbioru 


I x R” w R. Co więcej, funkcja fn : I x ch — R jest ciągła na I x ch; 


(v) Istnieje ciąg (pn) o nieujemnych wyrazach, o tej własności, ze 6,pn — 0 gdy, 


n — oo i taki, że |f,(t,2)| € pn dateI,recidan-12.. : 
Teraz możemy sformułować nasz rezultat egzystencjalny. 


Twierdzenie 6.3. Załóżmy, że funkcje występujące w układzie równań różniczko- 
wych (6.6) mające elementy liniowe o stałej szerokości K, spełniają założenia (i)- 
(v). Wtedy problem (6.6)-(6.7) ma przynajmniej jedno rozwiązanie x(t) = (z,(t)) = 


(x(t), zą(t),...) w przestrzeni ciągowej ch na przedziale I. 
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Dowód. Dla dowolnie ustalonego n € N oznaczmy: 
kn 
gu (t, x) DES gu (t, 21, Ta, .. .) = 5 ünn t) Tri + falt, £1, £2, ... Js 
i=1 


gdzie t € I i z = (£n) € ch. Wtedy, na podstawie założeń, otrzymujemy: 


kn 
Ba ga (T £1, £2, R )| < BAD lan; (E) || Zn, F Bnl fn(t, £1, £2, xe )| 
1=1 
kn kn 
1=1 %=1 
kn 
%=1 
< AK max{ 8, |Xn,| : $ = 1,2,...,kn| + BnPn 
< AK supi5;|z;| j > nı} + BrPn- 


Zauważmy, że zastępując n przez j oraz j przez i, możemy przedstawić powyższą nie- 


równość w postaci: 
8|gj(t, x1, 22, ...)| < AKsupfBjla:| : i > ji} + jpj. (6.8) 


Następnie, zwróćmy uwagę na to, że z oszacowania (6.8) wynika następująca nierów- 


ność: 


lg, z)|| = sup{8;|g;(t, 21, £2,---)| : j = 1,2,...) 
< A { sup(Bi|zi| : i > jy} + sup{@;p; : j = 1,2,...} (6.9) 
I 


= AK||x|| + P, 
gdzie operator g = g(t, z) jest zdefiniowany na zbiorze I x ch w następujący sposób: 
g(t, x) = (gi(t, i. g»(t, x), ... jr 


Na podstawie oszacowania (6.9) widzimy, ze g odwzorowuje zbiór I x ch w przestrzeń 


a 


Teraz, pokazemy ze operator g jest ciagly na zbiorze I x ch W tym celu rozdzielimy 


operator g na dwa składniki: 
g(t, z) = (Lx)(t) + f(t, z), 


przy czym operatory Li f są zdefiniowane w następujący sposób: 
(La)(t) = (Lix)(¢), (Laz)(t),...), 
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gdzie: 


(n= 1,2,...), oraz 
F(t, x) = (F(t, x), f, 2)... ). 
Na początku pokażemy, ze operator f jest ciągły na zbiorze I x ch . W tym celu ustalmy 


dowolną liczbę e > 0 oraz liczbę ty € I i punkt z € ch . Na podstawie założenia (v) 


możemy wybrać liczbę naturalną no taką, że 


Bnpn S (6.10) 


€ 
2 
dla n > ng. 

Następnie, na podstawie założenia (iv) możemy znaleźć liczbę ó; (i = 1,2,...,no) taką, 


że dla każdych t € I oraz y € cf takich, że |t — to| < 6; oraz ||y — z|| < 6, mamy: 


[fit y) — filto, 2)| < z 


Weźmy 6 = min{ô1, ô2,..., no}. Wtedy, dla dowolnego t € I takiego, ze |t — to| < à 
i dla dowolnego y € c} takiego, że ||y — x|| < 6 mamy: 

E 
[fi(t, y) — fi(to, z)| < A (6.11) 


Łącząc (6.10) i (6.11), dla t € I oraz y € cj takich, ze |t — tol < 6, |y — z|| < ô, 
otrzymujemy: 
FE, y) — f (to, z)]| = sup{ bal falt v) — falto s)| : n = ,2,...]) 
= max { max {ful fa(t,y) — fato, : n = 1,2,-.-,no}, 
sup {alfalt,y) — falto,2)| : n > no} } 
< max | max {611 fa(t,y) — falto, | : n = 1,2,...,no}, 
vut [sts] + [falto,2)l] : n nol] 


S max [5i (=): sup [26 e no) ) 2 


Stąd wnioskujemy, ze operator f jest ciągły w dowolnym punkcie (to, x) € I x ch à 
Teraz pokażemy, ze operator L jest ciągły na zbiorze I x ch . W tym celu weźmy 

dowolnie ustaloną liczbę e > 0 i wybierzmy dwa dowolne punkty (s,), (t,y) € I x ch 

takie, ze |t — s| < e oraz ||x — y|| < e Wtedy, dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej 


n, korzystając z definicji operatora L otrzymujemy: 
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Ba] Lny)(t) — (sar) (8))] = Bn 


kn 

5 ds t Yn; — » Ann, (5 )En, 
i=1 

kn 

py ann;(t Yn; — x Ann, (S Jus 
i=l 

kn 
5 nuls )Un; — > Ann; (5 )n, 
i=1 


< Bn 


"Fs 


kn 
< Bn >. ann; (t) — Ann; (5)||Yn;| + Bn > (ann: (S)||Yn: — En; 
i=1 


1=1 
kn 
< Bn >) we) Yn; ga DARO Jlyn; — Zn, 
i=l 


kn 

e) >. BnlYn;| + 
> gni 
D» Bni 


gdzie w(e) oznacza wspólny mód ne a. Ann; (£) na przedziale I (por. zało- 


> (ann: (5)|Bn|yn; — Xn; 


Un; Un; — Tn; 


F » lana; (s T: Bn 


cz » lann; (5) | Bn; 


Yni Yn; — Tn; ? 


żenie (i)). 
Ponadto w powyższym oszacowaniu wykorzystaliśmy również to, że ciąg 0, jest niero- 
snacy oraz n; < n dla i = 1,2,..., kn. 


Dalej, z wyżej wskazanego oszacowania otrzymujemy: 


Bn|(Lny)(t) — (Lng) (s))| < w(E)K maxA,,|yn,| : i = 1,2,...,kn) 
+ A max{ bn, Yn; — Un, |: i= 1,2,..., kn} 
< Kw(e)llyl| + Ae. 


Stąd otrzymujemy zapowiadaną ciągłość operatora L na zbiorze I x ch . Łącząc ten fakt 


z wykazaną wcześniej ciągłością operatora f na zbiorze I x ch otrzymujemy ciągłość 


operatora g na zbiorze I x ch . 


Następnie, wybierzmy liczbę 7, taką, ze Ti < T i AKT, < 1. Zgodnie z założeniami 


eran tile i 
1-AK 


nie, wybierzmy dowolny podzbiór X kuli Blas, r). Wtedy, da x € X it € (0,71), n 


naszego twierdzenia wezmy liczbe r = i rozważmy kulę B(xo,r). Nastep- 


podstawie oszacowania (6.8), dla dowolnie ustalonej naturalnej liczby n, otrzymujemy: 
sup {G5 q;(5; 21, £2,...)| t3 > n} 
< sup peu e WEB n} + sup [6;p; AER. n} 
< AK sup { sup(Alzi] : i > m}, sup( Ari] : i > (n + Dad, 
sup(Bi|zi| : i 2 (n 4-24]... ) + sup { Bip; jÈ n). 
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Stad dostajemy: 


sup { supf85|gy(t, zi, 22, TENES RS n}} 
zc 


< AK sup { sup(supt&ilzi| : i > ji} : j > n) + sup(jp; : j > n]. 
rcx 


Przechodząc z n — oo w powyższym oszacowaniu i biorąc pod uwagę, ze jı — oo gdy 
j > oo, otrzymujemy: 
x(g(t, X)) < AKy(X), 


gdzie x oznacza miare niezwarto$ci Hausdorffa w przestrzeni ch wyrażoną wzorem 


(3.26). Ostatecznie, na podstawie wyżej ustalonych faktów i Twierdzenia 4.3 kończymy 
dowód. o 


Podamy teraz przykład, który ilustruje wynik Twierdzenia 6.3. 


Przykład 6.4. Rozważmy nieskończony układ równań różniczkowych: 


|o LV zi| 
OCZY ya 

B= KAŻE 
To = T1 + T2 4 Sa 

/ 3 V [za] 


WM QE zaj El (6.12) 


vns] 


|an|+1 


/ 
i, = dni ip PN 


? 


z warunkami początkowymi: 
OEM dlan=1,2,.... (6.13) 


Zauważmy, że układ (6.12) jest semiliniowym, dolnie przekątniowym, nieskończo- 
nym układem równań różniczkowych z częścią liniową o stałej szerokości K = 2. Co wię- 
cej, układ (6.12) jest szczególnym przypadkiem układu (6.7) jeśli weźmiemy an, (t) = 1 
dla t € I, I = [0, T1], gdzie Ti > O jest liczbą wybraną według założeń Twierdzenia 
4.3. Dodatkowo, n — 1,2... oraz i = 1,2 dla n > 2. Oczywistym jest, że spełnione jest 
założenie (i) Twierdzenia 6.3. 

Następnie, mamy ze |apn.(t)| Śl1dlatelin=1,2,...,i=1,2. To oznacza, ze 
funkcje ann, (£) spełniają założenie (ii). 

Teraz weźmy ciąg 8, = d dla n = 1,2... . Mamy, że x = (26) = (n) € ch, 
gdzie 8 = (8,) = (4). A zatem spełnione jest założenie (iii). Z postaci układu (6.12) 


widzimy, że możemy przyjąć: 


EZA 


Jad £1, £2, m .) mq —— 
V zu] + 1 
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dla n = 1,2... . Oczywiście, funkcja f, = fn(t, x) jest ciągła na zbiorze I x ch. Co 
więcej, mamy: 
Paths £1, ecu) <n dlan= 1,2... 
Stąd wnioskujemy, że funkcje f, spełniają założenia (iv) i (v) zp, = n dla n = 1,2... . 
Ostatecznie, na podstawie Twierdzenia 6.3 udowodniliśmy, że istnieje przynajmniej 


jedno rozwiązanie x(t) = (£n(t)) problemu (6.12)-(6.13) zdefiniowane na pewnym prze- 


dziale I = |0, T1] takie, ze dla każdego t € I ciąg (zn(t)) należy do przestrzeni ch 


ue (5). To oznacza, że £n (t) = o(n?) gdy n — oo dla każdego ustalonego t € [0, Tj]. 
W dalszej części będziemy rozważali także semiliniowy, nieskończony układ równań 


różniczkowych postaci (6.6) tzn. 


kn 
rh, = X ann; (t) En; + falt, £1, £25...) (6.14) 
i=1 
z warunkami początkowymi: 
EnO) 9°) dan=1,2,.... (6.15) 


Teraz zrezygnujemy z założenia dotyczącego posiadania przez układ (6.14) części 
liniowej o stałej szerokości. Zastąpimy ten warunek, a także założenie (ii), przez nastę- 


pujace założenia: 
(i) Ciąg (nı) dąży do nieskończoności gdy n — oo; 


(ii”) Ciąg (ZE las (1) jest wspólnie ograniczony na przedziale I = [0,74], to 


znaczy, że istnieje stała A > 0 taka, że 


dla każdego te Jidlan=1,2,.... 
Teraz możemy przedstawić kolejny wynik. 


Twierdzenie 6.5. Załóżmy, że spełnione są założenia (i), (iii)-(v) z Twierdzenia 6.3 
oraz (i), (ii^). Wtedy problem (6.14)-(6.15) ma przynajmniej jedno rozwiązanie x(t) = 
(az (t)) w przestrzeni ciągowej ch zdefiniowane na przedziale I = [0, T3], gdzie T, jest 


liczbą wybraną według Twierdzenia 4.3. 


Dowód. Podobnie, jak w dowodzie Twierdzenia 6.3, dla ustalonego n € N oznaczmy: 


kn 
gs (t, x) = 3 pi: (5); + falt, x), 
i=l 


gdzie t € I i x = (£n) = (£1, £2,...) € P. Następnie, kładziemy: 
gí£ m) = (g(t, £), galt, £), <2. )s 


(Lz)(t) = (Qa2)(t), (Lax) (t), . . -); 
f(t, z) E (Filt, x), falt, x)... ). 


Na podstawie założeń mamy: 


Bnlgnlt, £1, Bape <a) [Greet ) IZ EB s e £1, 2955.) 
kn 
< > (ann; (£) |Bn, |; | + BnPn (6.16) 
< Y |Qnn,| max {Bn ZER eos ka} + BnPn 
i=1 


< Asupf5;|t;| : 3 > mm) + Üspa. 


Dalej, z powyższego oszacowania, uzyskujemy: 
g(t, ©) || = sup{Gnlgn(t, 1, 2,...)|; < Allæl| + P, (6.17) 


gdzie P = sup{Gnpn : n = 1,2,...}. Oczywiście P < oo ponieważ npn — 0, gdy 
n — oo. Z oszacowania (6.17) wynika, ze operator g odwzorowuje zbiór I x cj w ch. 
Następnie, dzięki odpowiedniej części dowodu Twierdzenia 6.3 wnioskujemy, że 
f jest ciągła na zbiorze I x ch . A zatem, żeby pokazać ciągłość operatora g na zbiorze 
Ix ch wystarczy pokazać, że operator L jest ciągły na tym zbiorze. W tym celu ustalmy 
dowolnie liczbę e > 0 i weźmy dowolne punkty (t, y), (s, z) € I x cj takie, ze |t—s| < € 
oraz ||x — y|| < £. Wtedy, rozumując podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6.3, otrzy- 


mujemy: 


Bn|(Lny)(t) — (Ena) (s)| < Bn > Ann, (t) — Amn,(5)||Yn, 


+ bn (ann; (5)||Yn; — Zn. 


1=1 
<> Bn, w ( E)|Yni T > lana; (s J| bn: Un; — Tn; 
< Kw(e) sup{ An. : i= 1,2, ..., kn} 
+ Asup{Bn,|Yn; — £n,|: i = 1,2,..., kn} 


Kw(e)llyll + Alle — vll < Kwte)llyl| + Ae, 


gdzie znaczenie symbolu w(e) zostało wyjaśnione w dowodzie Twierdzenia 6.3. 
Stąd wynika, że operator L jest ciągły na zbiorze I x ch . W konsekwencji uzyskujemy 
ciągłość operatora g na I x ch : 

Teraz wybierzmy liczbę Ti, Tj « T taką, ze AT, < 1. Następnie weźmy liczbę 


r= (P+ AJTi|z,||/(1— AT) i załóżmy, że Xjest niepustym podzbiorem kuli B(zg, r). 
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Argumentujac podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6.3 i wykorzystując oszacowanie 
(6.16) dostajemy: 

x(g(t, X)) < Ax(X), 
gdzie x jest miarą niezwartości Hausdorffa w przestrzeni ch opisaną wzorem (3.26). 


Stąd, stosując Twierdzenie 4.3 kończymy dowód. LI 
Podamy teraz przykład ilustrujący zastosowanie Twierdzenia 6.5. 


Przykład 6.6. Rozważmy semiliniowy, nieskończony układ równań różniczkowych. 
Aby zaprezentować ten układ w przejrzysty sposób załóżmy, że n jest pewną parzystą 
liczbą naturalną, powiedzmy n = 2k. Wtedy, możemy przedstawić zapowiedziany układ 
w postaci: 


/ Ti 
BL WS IFz??? 


U JL 11 +1i2 
tą = By + tma y a 
i L 12+i3 
T3 = 2! T3 MT 


fo zza t? t3 234-24 
T4 = g3 T arid + AD 


E ics (6.18) 
Tai (= 3341) = pik F + zy T2k—1 
= X2k—2--T2k—1 
TORT DNE mar 
ry / = tk p2k-2 p2k-1 
1, (= Lok) = Beat +. + pozy 0-1 + pop 
Tok—1T2k 
A 1425, Q9», 
Zakładamy także, ze spełnione są następujące warunki początkowe: 
z,(0) =n? (6.19) 


dla n 5252s x 

Zauważmy ze problem (6.18)—(6.19) jest szczególnym przypadkiem problemu (6.14)— 
(6.15). Aby uzasadnić to stwierdzenie pokazujemy, że spełnione są założenia Twier- 
dzenia 6.5. Na początku zauważmy, że funkcje a4,,(t) występujące w nieskończonym 


układzie (6.18) mają postać: 
tul 


dla n; = $ +1,2 +2,...,n (jeśli n jest parzyste) lub n; = [5] + 2, [5] +3,...,n 


Ann, (£) = 


(jeśli n jest nieparzyste). Oczywiście funkcje ann. (t) są jednakowo ciągłe na każdym 
przedziale postaci [0, T]. A zatem spełnione jest założenie (i). 
Ponieważ n; = 5 +1 dla n parzystego lub n; = [7] +2 dla n nieparzystego widzimy, 


że założenie (ii') jest spełnione. Aby sprawdzić założenie (ii") zwróćmy uwagę, że mamy: 


kn n 42 yr f 
73 E mt) )Śl+Ęt+—+'''+—< 
2/6 i(t)| Dale TOES T mse 
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dla t € [0, T]. Stąd dostajemy, że założenie (ii") jest spełnione z A = eT. 

Następnie, weźmy ciąg temperujacy 8 = (Bn) = (5). Wtedy ciąg (x2) = (n?) jest 
elementem przestrzeni ciągów temperowanych ch , zatem założenie (iii) jest spełnione. 
Podobnie, nie jest trudno pokazać, że funkcje f,, gdzie: 


Xn—1 + Xn 
ELE 52 
Tn—1 Tn 


falt, £) = falt, £1, du. es) 
(n = 2,3...) są ciągłe na zbiorze I x ch . Co więcej, dla każdego ustalonego n mamy: 


|Gn_1| + [£n] 
nit, ©)| _ŚNn—— <n 
[fn(t, 2)| < EN +2 ` 


A zatem, możemy przyjąć pn = n w założeniu (v). Oczywiście, mamy ze BnPn = 4 — 0, 
gdy n — oo. Czyli założenie (v) jest spełnione. 

Stąd, na podstawie Twierdzenia 6.5, problem (6.18)-(6.19) ma przynajmniej jedno 
rozwiązanie x(t) = (£„(t)) należące do przestrzeni ciągów temperowanych c i zdefi- 


TY 


niowane dla t € I = [0, T1], gdzie Ti spełnia nierówność T} A = Tie! < 1. Możemy 


obliczyć, że T1 < 0.568... . 


Uwaga 6.7. Zauważmy, że w Przykładzie 6.6 zamiast 8 = (8,) = (1/n*) możemy 


?*? gdzie ó jest dowolną dodatnią liczbą. 


1+0 
, 


wziąć ciąg temperujący postaci B, = 1/n 
Podobnie, w Przykładzie 6.4 możemy wziąć ciąg temperujący postaci B, = 1/n 
gdzie 6 > 0 jest dowolną liczbą in = 1,2.... 


6.2.2 Semiliniowy, górnie przekatniowy, nieskończony układ równań róz- 


niczkowych 


W tej części będziemy rozważali semiliniowy, górnie przekątniowy, nieskończony 


układ równań różniczkowych mający postać: 


kn 
Th = 5 Grm (tEn; + Falt; 21,32, van) (6.20) 
1=1 


z warunkami początkowymi: 


a0 us. dla n= 1,2,... (6.21) 


Zakładamy, ze dla każdej ustalonej liczny naturalnej n (n € N) ciąg (m, na, ..., ny, ) 
spełnia nierówność n € ny < No < +++ < Mp. 
W przeciwieństwie do podrozdziału wcześniejszego, nieskończony układ równań róż- 
niczkowych (6.20) reprezentuje semiliniowy, górnie przekątniowy układ, ponieważ wszyst- 


kie wyrazy części liniowej równania występującego w (6.20) są ulokowane ponad główną 
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przekątną macierzy (ann,). Warto wspomnieć, ze we wcześniejszym podrozdziale roz- 
ważaliśmy także nieskończony układ (6.20) ale zakładaliśmy, ze l<m<m<':::< 
Nk, <n. Oczywiście w takim przypadku nieskończony układ (6.20) reprezentuje dolnie 
przekątniowy układ. 

Podobnie, jak w poprzednim podrozdziale zakładamy, że istnieje naturalna liczba 
K taka, że kn < K dla n = 1,2,... . To oznacza, że każda ” część liniowa” układu 
(6.20) składa się tylko ze skończonej ilości niezerowych liczb i ich ilość nie przekra- 
cza K. Nieskończony układ (6.20) spełniający powyższy warunek będzie nazywany 
nieskończonym układem równań różniczkowych z częścią liniową o stałej szerokości. 

W dalszych rozważaniach problemu (6.20)-(6.21), oprócz założenia dotyczącego 


części liniowej o stałej szerokości w (6.20) nakładamy dodatkowe założenia: 


(i) Funkcje ann, = Ann, (t) sa jednakowo ciągłe na przedziale I = [0, T] dla n = 1,2, ... 


oraz dla i = 1,2, ..., kn. 


(ii) Funkcje an,,(t) są wspólnie ograniczone na przedziale I przez dodatnią stałą 
A tzn. |ann;(t)| < A dla t € I oraz dla n = 1,2, ..., i = 1, 2, ..., kn. 


ii) Ciąg (aj) jest elementem przestrzeni ch : 
0 


(iv) Dla każdego ustalonego naturalnego n funkcja f,(t, 11, 1a, ...) = f„(t, z) działa ze 


zbioru I x IR? w R. Co więcej, funkcja fn: Ix ch — R jest ciągła na I x ch. 


(v) Istnieje ciąg (pn) o nieujemnych wyrazach, o tej własności ze B,p, — 0, gdy 


n — oo i taki, że |f„(t,x)| < pn dla t € I, z € cf i dla n = 1,2,... 


(vi) Istnieje dodatnia stała M taka, że Um « M dla każdego n = 1,2,.... 
nk 


Teraz możemy zaprezentować nasz wynik egzystencjalny dotyczący problemu (6.20)— 
(6.21). 


Twierdzenie 6.8. Załóżmy, że (6.20) jest nieskończonym układem równań różniczko- 
wych z częścią liniową o stałej szerokości K, spełniającym założenia (i)-(vi). Wtedy, 
problem (6.20)-(6.21) ma co najmniej jedno rozwiązanie x(t) = (zn(t)) = (z1(t), za(t), ...) 
w przestrzeni ciągowej ch na przedziale I, = [0, T3], gdzie Ty ST iT, < ARA 


Dowód. W celu uproszczenia dowodu, dla dowolnego n € N oznaczmy: 


gata) = (dunia |= SG (t)£n, fab 9,2); 
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gdzie t € I i x = (£n) € ch . Wtedy, na podstawie przyjętych założeń, otrzymujemy: 


Bal dn (C bes) 1 «5,3 om tt CO) lore FM err ST 


«hax [En] + Ban = BoA |I | + Ima] + *** + Fn, || + Aapa 
B, Br B, 
^ d Balan] + BP Baal d Pa ln, + BaP 


[Bni Ina] + ns |a] +: Bn, Ins, || + pa 


«AM [os [Enl + Basis TORET Brin Zn, | + BnPn 
« AM K max £6,, i= 1,2, ..., kn} + p 
«AMK sup L8; x] : J > nij + Ba De: 


rel 


Następnie, zastępując n przez j oraz j przez i, możemy przedstawić powyższą nierów- 


ność w postaci: 
6;|9;(t, £1, £2, ...)| < AKM sup {bilx:i| : i> jr} + pjp; (6.22) 


Następnie, zwróćmy uwagę, że z oszacowania (6.22) wynika następująca nierówność: 
[|g(t, 2)|| = sup {8;|9;(t, 21,22, ...)) : j = 1,2,...) 
< AKM sup {sup {Gai i> A o sup(fjp;: j= 12} 
j 
< AKM||z|| + P, (6.23) 
gdzie operator g = g(t, z) jest zdefiniowany na zbiorze I x ch w następujący sposób: 
g(t, x) = (gı(t, 5), galt, T) aż): 


Co więcej, stała P jest zdefiniowana jako: 


PSU Orpon BEL 2 cs 


Oczywiście, P < oo na podstawie założenia (v). 
Następnie, pokażemy że operator g jest ciągły i działa ze zbioru I x ch w przestrzeń 


ch . W tym celu przedstawimy operator g w następujący sposób: 
g(t, z) = (Lz)(t) + f(t, z), 
gdzie operatory Li f są zdefiniowane następująco: 


(La)(t) = (Lix) (t), (1220) (£), ...), 
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przy czym: 


(n — 1,2,...) oraz 
f(t, x) = (fit, £), falt, z), ...). 
8 


Na początku pokażemy, ze funkcja f jest ciągła na zbiorze I x c. 
W tym celu ustalmy liczbę e > 0 i punkt z € ch , t € I. Wtedy, na podstawie 


założenia (v) możemy znaleźć naturalną liczbę no taką, że 


Bnpn < 5 (6.24) 


dla n > no. 
Nastepnie, na ei założenia (iv) możemy znaleźć liczbę 6; (i = 1,2, ..., no) taka, 


że dla każdego y € ch takiego, że ||r — y|| < 6; i dla s € I takiego, ze |t — s| < 6; mamy: 


fitt; z) — fi(s,y)| < > 


Weźmy ô = min(ó;,0,...,6,). Wtedy dla dowolnego y € cj takiego, że ||x — y|| < 6 
i dla s € I takiego, że |t — s| < ô, otrzymujemy: 


fitt; z) — fils, y)] < (6.25) 


€ 
By 
Łącząc (6.24) i (6.25), dla y € cj takiego, ze ||r — y|| < 6 i dla s € I takiego, ze 


|t — s| < ô, otrzymujemy: 


[fŒ x) — f(s,y)|| =suptónlfn(t, z) — fn(s,y)|: n=1,2,..) 
= maxfmaxf/h|fa(t, c) — fn(s,y)|: 2 =1,2,..., no}, 
sup{Pn|fn(t, z) — fn(s,y)|: n > not} 
< max(maxf5,|fn(t, z) — fals, y)|: n=1,2,...,noj, 
suptAs [Ifa (t, 2)| + |fn(5,y)| : n > nol} 


< max [^ sup[20,p, : n> no) | 


<max| =, sup[20,p,: n» D = 


To pokazuje, ze operator f jest ciągły na zbiorze I x ch 3 


Teraz pokażemy, ze operator L jest ciągły na zbiorze I x ch . Podobnie jak poprzed- 
nio, ustalmy dowolnie z € ch „te Ii liczbę e > 0. Wtedy, dla y € ch takiego, że 
||r — y|| Xe, dla s € I takiego, że |t — s| < £ i dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej 


n, na postawie założeń otrzymujemy: 
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B, | (Ln) (t) — Lny)(s)| 8 Yen (tos - Yan (s) 5) Un 


kn kn 
i=1 i=l 


E 
B, |). Ann, (5)Tn, — a) S)Yn; 
1=1 


kn 
«D, >. |do (t) = [e E JI, t Bn > SME iż Yni 


“aye (|t — s|)|£n; xoi maga 


i=l i=l 
kn 
i=1 i=1 


gdzie symbol w = w(e) oznacza moduł ciągłości funkcji an,,(t) na przedziale I. Ta- 


ki moduł istnieje w świetle założenia (i). Ponadto, mając na uwadze założenie (vi), 


otrzymujemy: 
Bn|(Lnx) (t) — (Lny)(s 0X5 3 ni [tn] + D» g-Bniltn, — Vn, 
Bn 
Kw(E poza ——— B, |t; hx. Bn, Cn; — Un; 
1=1 Sus Nky 


<K Mule lel + AM||2 — " KM ||e||w(e) + AMe. 

Na podstawie powyższego oszacowania wnioskujemy, że operator L jest ciągły na zbio- 
rze I x ch . Łącząc ten fakt z ciągłością operatora f ustaloną wcześniej wnioskujemy, 
że operator g jest ciągły na zbiorze I x ch . 

Następnie, weźmy dodatnią liczbę T; taką, ze Ti < T i AK MT, < 1. Oznaczmy 
I, = [0, T1]. Mając na uwadze powyższe ustalone fakty i Twierdzenie 4.3, weźmy liczbę 

_ (P+ AKMYTilol 
1— AKMT, ` 

Rozważmy kulę B (zo, r) i wybierzmy dowolny, niepusty podzbiór X kuli B(xo, r). Wte- 
dy, dla ustalonego elementu x € X i dla dowolnej liczby t € [,, na podstawie oszacowań 


(6.22) i (6.23), dla dowolnie ustalonej naturalnej liczby n, otrzymujemy: 
supt6;|g;(%, 21,22, ...)): J > n} 
«sup(AKMsup(A|z]: i»): i>nj+supóp;: j >n} 
«AKMsup(sup(f;|x;|: i> nı}, supi(Bizx;|: $2 (n+1)h}, 
sup(Gizi: $2 (n+ 2)i},...} +suplójp;: j >n}. 


> 
2 


56 


W zwiazku z tym dochodzimy do nastepujacego oszacowania: 
supisupl Pilg, T1, £2, ie poem. 
«AK M sup{sup{sup{ || : i>j}: cem 
+sup{ĝ;p;: j >n}. 


Teraz, przechodząc z n — oo i mając to na uwadze to, ze ji — oo gdy j — oo, na 
podstawie wzoru (3.26) wyrażającego miarę niezwartości Hausdorffa w przestrzeni ch : 


otrzymujemy następującą nierówność: 
x(g(t, X)) < AKMy(X). 


Na koniec, zbierając wszystkie powyższe fakty, na podstawie Twierdzenia 4.3 kończymy 
dowód. o 


Aby zilustrować wynik zawarty w Twierdzeniu 6.8 rozważmy następujący przykład. 


Przykład 6.9. Weźmy pod uwagę następujący nieskończony układ równań różniczko- 


wych: 
zı 
Ty = T1 + gat t pom 
ph 4 bom 4 tom, 4 2x2 
Wy = L2 T F3 pees T Tyr?’ 
jo tom, te, 4 29€ 
T3 = T3 3474 Greve 1-22" (6 26) 


z warunkami początkowymi: 
Xs(0) 2n L dla n= 1,2,.... (6.27) 


Zauważmy, że (6.26) jest semiliniowym, górnie przekątniowym nieskończonym ukła- 
dem równań różniczkowych z częścią liniową o stałej szerokości K = 3. Poza tym łatwo 
zauważyć, ze ten układ (6.26) jest szczególnym przypadkiem układu (6.20) jeśli weź- 
miemy ann(t) = 1 dan € N i dla t € I = [0,74], gdzie T; < T jest liczbą wybraną 
zgodnie z Twierdzeniem 4.3. Co więcej, ann, (£) = uH dla i = 2ing=n-+1 podczas, 
gdy dla i = 3 mamy, ze n3 = 2n. Oczywiście |ann.(t)| < 1 dla t € Lin =1,2.,..., 
i = 1,2,3. To implikuje, ze funkcje an,,(t) spełniają założenie (ii) Twierdzenia 6.8. 

Z drugiej strony łatwo jest sprawdzić, że funkcje ann, (t) spełniają warunek Lipschit- 
za ze stałą 1 dla n — 1,2,... oraz i = 1,2,3. Stąd widzimy, że spełnione jest założenie 


(i) naszego twierdzenia. 
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W dalszej części rozważań przyjmijmy ciąg temperujący 8, = = dla n = 1,2,.... 
Oczywiście mamy, ze £o = (x59) = (2n + 1) € ch, gdzie 5= (Bn) = (4). Pokazuje to, 
ze założenie (iii) jest spełnione w przestrzeni ch dla 8 ustalonego powyżej. 


Co więcej zauważmy, że z postaci układu (6.26) wynika, że 


NEn 
n t, , a = 
dla n = 1,2, .... Jasne jest, że funkcja f, = f,(t, z) jest ciągła na zbiorze I x ch. Oprócz 
tego mamy: 


1 
|fn(t, £1, REM |< z” dla n = 1,2,.... 


Powyżej ustalone fakty pozwalają nam twierdzić, że funkcje fn spełniają założenia (iv) 


i (v) Z Pn = in dla n = 1,2,... . Z drugiej strony mamy, ze 
Enc n Ped 
PB, Ban 


Widzimy więc, że założenie (vi) jest spełnione z M — 4. 

Ostatecznie, na podstawie Twierdzenia 6.8 wnioskujemy, że istnieje przynajmniej 
jedno rozwiązanie x(t) = (z,(t)) problemu (6.26)-(6.27) zdefiniowane na pewnym prze- 
dziale I, = [0, T;] takie, że dla każdego t € I, ciąg (x,(t)) należy do przestrzeni ch 


x B= (4). Oczywiście, można wyliczyć ze Tj < min{T, 1/12}. 


Ponizej podamy analogiczny wynik do sformutowanego wcze$niej w Twierdzeniu 
6.5 dla nieskończonego, semiliniowego, górnie przekatniowego układu równań róznicz- 
kowych. 

Mianowicie, rozwazymy problem (6.20) — (6.21) dla nieskonczonego, semiliniowego, gór- 
nie przekatniowego układu równań różniczkowych i zrezygnujemy z założenia, że układ 
(6.20) ma część liniową o stałej szerokości. 


Dokładniej, zastąpmy ten warunek i założenie (ii) następującymi założeniami: 


kn 

(i?) Ciąg (E Ido y) jest wspólnie ograniczony na przedziale /, = |0, T1], gdzie Ti 
i=1 

jest wybrane zgodnie z Twierdzeniem 4.3. To oznacza, że istnieje stała A > 0 


taka, że 


dla każdego n = 1,2,...i dla t € h. 


(i^) Funkcje a, (t) są niemalejace na przedziale J, dla n = 1,2,...,i = 1,2,..., kn oraz 


kn 
ciąg (E Ann; o) jest jednakowo ciągły na przedziale J4. 
i=1 
Teraz przedstawimy zapowiedziany wcześniej wynik. 
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Twierdzenie 6.10. Załóżmy, że spełnione są warunki (i), (iii)-(vi) Twierdzenia 6.8 
oraz (i), (i^). Wtedy problem (6.20)-(6.21) dla nieskończonego, semiliniowego, górnie 
przekątniowego układu równań różniczkowych ma co najmniej jedno rozwiązanie x(t) = 


(x,(t)) w przestrzeni ciągowej ch określone na przedziale I, = [0, 71]. 


Dowód. W ten sam sposób, jak w dowodzie Twierdzenia 6.8, dla ustalonego n € N 


oznaczmy: 


kn 
= 8 Onn; (E)En, + falt, £), 
1=1 


gdzie t € I, ix = (£n) € cj. Następnie, kładziemy: 
g(t, x) = (gı(t, x), galt, x), 3:5 


(Lz)(t) = ((Liz)(¢), (Lax) (t), ...), 
f(t, x) TE (filt, z), folt, x), n 


Na podstawie przyjętych założeń otrzymujemy: 


kn 
Bn|gn(t, T1, 12...)| SB), |ann, (£)||£n, 


+ Bnl falt, £1, £9, ee) 


i-r 
2x gni Ann; (©I|En,| + BnPn 
B 6.28 
5 7 Pn, ann. (£) ln, + BaPa um 
1 ni 
«MY lias 6) mast uos i= 1,2, ..., kn} + ups 
1=1 
<MAsupfó;|x;|: j 2 n} + Bp. 
Stąd otrzymujemy: 
Ilo, z)|| = supf3,|gn(t, 21,22, ...): n € N} <AMllz||+P, (6.29) 


gdzie oznaczamy P = sup(f,p, : n € N}. Oczywiście P < oo. Oszacowanie (6.29) 
pokazuje, ze operator g odwzorowuje zbiór l, x ch w ch . Co więcej, oszacowanie to 
pokrywa się z oszacowaniem (4.2), które jest potrzebne do zastosowania Twierdzenia 
4.3. 

W dalszej części pokażemy, że operator g jest ciągły na zbiorze I, x ch . W tym 
celu zauważmy, że dowód ciągłości operatora f przebiega dokładnie tak samo, jak 


w odpowiedniej części dowodu Twierdzenia 6.8. Dlatego wystarczy udowodnić ciągłość 
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operatora L na zbiorze I; x ch . Aby przeprowadzić ten dowód, ustalmy dowolnie x € ch ; 
t € I; oraz liczbę e > 0. Następnie weźmy dowolny element y € ch taki, ze ||r—y|| < € 
i liczbę s € I, taką, ze |t — s| < e. Bez utraty ogólności możemy założyć, ze s < t. 


Nastepnie dla dowolnej liczby naturalnej n mamy: 


kn kn 
PL) = (Lny)(s)| < Bn X Ginn; (Han; = Ss: damn; jas 
i=l i=l 
kn kn 
tOn 5 Ann; oby po? 5 CS) Ur 
i=1 i=1 
kn 
KB, PRICE (t) — ann, (8)] tu, 
q= 
+8, S |@nn; (s)|ltn; — Yn: 
1=1 
kn 
< > fann; (t) — ann; (5)]PnlZn; 
i=l 
+ » Gne. JI Un; 
k 
s Bn 
= 3 Ja (t) — aas. (5)1 7 bn: |En; 
1=1 Bni 
jo 
+ > (ann: 8) o BZU 
5, ni 
i. Br 
< X fann; (t) — ann, (5 rm Bn; ln; 
2=1. Tkn 
je 
+ > lann: (5)|-—Śn. |n; — Vn; 
Ne 
kn 
<M pL (t) = ass (S) Sup Dui uu t i= 1,2, ..., kn} 
i=l 
kn 
+M y ass, (8)] supt3 du. cr. TEXTOS kn} 
i=l 
kn 
<M [ass (t) — ass, (s)) sup(8;|z;|: 7 =1,2,...} 
i=l 


MŠ lann; (8 )| supi6;|x; — yl : J = 1, 2; m 


1=1 
kn kn 
«M ||z|| » Ann, (1) — > Ann, (S) 
i=l i=l 
kn 
+M||z — || 3 |ann,(5)| 
i=l 
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Z powyzszego oszacowania dochodzimy do: 
||(Lx)(t) — (Ly)(s)|| < M|z||v(e) + AMe, 


kn 
gdzie symbol w = w(e) oznacza moduł ciągłości ciągu (E ons o) na przedziale 14. 
i=1 


Stąd wyciągamy wniosek, ze operator L jest ciągły na zbiorze I, x ch . Bezpośrednią 
konsekwencją jest konkluzja, ze operator g jest ciągły na zbiorze I, x ch : 

Teraz, wybierzmy liczbe r w taki sam sposób jak w dowodzie Twierdzenia 6.8. 
Ponadto, weźmy niepusty podzbiór X kuli B(zg,r). Następnie argumentując podobnie 


jak w dowodzie Twierdzenia 6.8 i stosując oszacowanie (6.28), otrzymujemy: 


x(g(t, X)) < MAx(X), 
gdzie x jest miarą niezwartości Hausdorffa w przestrzeni ch wyrażoną wzorem (3.26). 


Na koniec, stosując Twierdzenie 4.3, kończymy dowód. LI 


Uwaga 6.11. Zauważmy, że dowód Twierdzenia 6.10 pozostanie niezmieniony, jeśli 
w założeniu (ii") zamiast wymogu, że funkcje ann,(£) są niemalejące na przedziale /, 


zażądamy, żeby funkcje ann,(t) były nierosnace na J). 
Podany poniżej przykład ilustruje wynik zawarty w Twierdzeniu 6.10. 


Przykład 6.12. Rozważmy nieskończony, semiliniowy, górnie przekątniowy układ rów- 


nań różniczkowych: 


a 11 +i2 
To = tTo + MARI 


/ 

1 

/ 

2 

Pets t? t3 224-z: 

X3 = L3 Fla ALLG ; 

j 

4 

/ 

5 


wy, 
14 = gra + Fes + Ad, 
= Cas E xg 07 Pee ds 
PAG PA iat ALON BR AE POW POJ (6.30) 
dq_1(5 vx) = CET- EPE Z 2-8 
1, (= zy) = TT apts ae eel 
ke 
Ponadto przyjmiemy również, że spełnione są następujące warunki początkowe: 
z,(0) = n? (6.31) 


dla n = 1, 3e: 
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Zauważmy, ze problem (6.30)—(6.31) jest szczególnym przypadkiem problemu (6.20)— 
(6.21) rozważanego w Twierdzeniu 6.10. W istocie, nieskończony układ równań róż- 
niczkowych (6.30) jest górnie przekatniowy a funkcje ann, (£) występujące w (6.30) są 


postaci: 
tri —1 


Ann, (£) = (COAT 


dla n; = n,n + 1,..,żn — 1 (jeśli n jest parzyste) lub n; = n,n + 1,...,3 H (jeśli 


n jest nieparzyste). Zauważmy, że funkcje ann;(t) są jednakowo ciągłe na przedziale 
I, = |[0, T1] ponieważ mamy: 


pri-2 
a! (t) = Ti 


NNi 


(n; — 2)! SE 


dla n=1,2,..,i=1,2,..,k,it € Hh. W efekcie spełnione jest założenie (i). 


Ponadto, zauważmy że 


dla t € I4. To oznacza, że założenie (ii’) jest spełnione z A = e”. 


Co więcej, jest oczywiste, że funkcje ann, (t) są niemalejące na przedziale J4. Ponadto, 


dla każdego ustalonego n mamy: 


k 2 kn-1 
ndo eae oe ee Z 
> pee mI 


To implikuje, ze 


kn 
Stąd mamy, że funkcje J. amn,(t) spełniają warunek Lipschitza ze stałą L = e^. Na 
i=1 


kn 
podstawie tego otrzymujemy, że ciąg | 2. ann; e) jest jednakowo ciągły na przedziale 
i=l 


I. A zatem spełnione jest założenie (ii). 

W dalszej części weźmy ciąg temperujący postaci 8 = (Bn) = (4). Wtedy ciag 
początkowy (x2) = (n?) należy do przestrzeni ch i to stwierdzenie pokazuje, że spełnione 
jest założenie (iii). 

Podobnie jak w podrozdziale wcześniejszym, nie jest trudno sprawdzić że funkcje: 


Xn—1 + Xn 


n(t, ©) = fu(t 31, 29,...) = n —————— 
AUDI SEDED EL a apud 


(n = 2,3,..) są ciągłe na zbiorze Ij x ch. Dodatkowo, mamy że |f„(t,x)| < n. 
A zatem wnioskujemy, że spełnione są założenia (iv) i (v), gdzie p, = n, ponieważ 
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Biorąc pod uwagę to, ze ny, = in — 1 dla n parzystych i ny, = 3 [z] dla n niepa- 


Ba  (in-1 me CE 
Due n AŻ n) 2.28 


jesli n jest parzyste. Z drugiej strony, dla n nieparzystych, mamy: 


(Ce) «9-5 
Barn n n 8 


Widzimy więc, że spełnione jest założenie (vi) z M = 27/8. 


rzystych, otrzymujemy: 


Z powyższego argumentowania i Twierdzenia 6.10 otrzymujemy, ze problem (6.30)- 
(6.31) ma co najmniej jedno rozwiązanie x(t) = (z„(t)) w przestrzeni c określone na 


odpowiednim przedziale 1). 


6.3 Twierdzenie egzystencjalne dla zaburzonego układu prze- 


kątniowego w przestrzeni ciągów temperowanych c^ 


W tym podrozdziale będziemy zajmowali się istnieniem rozwiązań nieskończonego, 
zaburzonego, przekątniowego układu równań różniczkowych w przestrzeni ciągów tem- 
perowanych c^. 

Rozważmy zatem nieskończony, zaburzony przekątniowy układ równań różniczkowych 
mającym postać: 
p dams + gn(t, £1, £2,- ) (6.32) 


z warunkami początkowymi: 
Ln(0) a. (6.33) 


dla n = 1,2,... it € I = [0,T]. Problem (6.32)-(6.33) będzie rozważany w przestrzeni 
ciagowej c”, gdzie 8 = (Ba) jest ciągiem temperujacym, tzn. ciąg (Bn) jest nierosnacy 
i ma dodatnie wyrazy. 

Nieskończony układ równań różniczkowych (6.32)-(6.33) zawiera, jako szczególny 
przypadek, układy rozważane w teorii zbiorów neuronowych (por. [16, str. 86-87] i [35]). 
Wspomnijmy także, że układ (6.32)-(6.33) był badany w [10]. Wynik dotyczący istnie- 
nia rozwiązania problemu (6.32)-(6.33), który zaprezentujemy tutaj, uogólnia zasad- 
niczo wyniki uzyskane w wyżej cytowanych pracach, tj. w [10, 35] i w monografii [16]. 
W naszych rozważaniach będziemy wykorzystywali miarę niezwartości m w przestrzeni 
c? zdefiniowaną wzorem (3.27). 


Problem (6.32)-(6.33) będzie badany przy następujących założeniach: 
(i) zo = (22) € c^; 
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(ii) Odwzorowanie g = (gi, 92, ... ) działa ze zbioru I x c? w c? i jest ciągłe na I x cf; 
(iii) Istnieje ciąg (pn) taki, ze Grp, + 0 gdy n — oo oraz taki, że 
Ign (t, 21, 22; ...)| < pn 
dla t € I, £ = (£n) € c? oraz dla n =1,2,... . 


(iv) Funkcje a, (t) sa ciągłe na I i ciąg (a,(t)) jednostajnie zbieżny na I (do funkcji 
a = a(t)). 


Zauważmy, że na podstawie narzuconych założeń ciąg (aņ„(t)) jest wspólnie ograni- 


czony na I. Stąd wynika, ze stała: 
A = sup{an(t):t E€ I,n=1,2,...} 


jest skończona. 


Teraz możemy sformułować nasz wynik. 


Twierdzenie 6.13. Niech będą spełnione założenia (i)-(iv). Jeśli AT < 1, to wtedy 
problem (6.32)-(6.33) ma rozwiązanie x(t) = (x,(t)) na przedziale I takie, ze x(t) € c? 
dla każdego t € I. 


Dowód. Na początku, dla t € I i x = (£n) € c? oznaczmy: 


falt, 1) = as (t) Fn + Init, z), 
f(t, x) = (filt, x), fa(t, x), . m 


gdzie n jest dowolnie ustalona, naturalna liczba. Nastepnie, ustalmy dowolnie naturalne 


liczby m, n. Nie tracąc ogólności możemy założyć, ze m « n. Wtedy mamy: 


[Bnfn(t, £) — Bnfm(t, z)| 
< |Bnan(t)tn — Bmam(t)zm| + |Bngn(t, v) — Bmgm(t, x)| 
S |Bnan(t)Tn — Bman(t)Tm| + |Bman(t)Im — Bmam(t)Tm| (6.34) 
+ Bags (t, £)| + Bm|gm(t, x) 
< |an(t)||Brtn — Bmtm| + Bm|zm||an(t) — am(t)| + Bn + BmPm: 
Na podstawie nałożonych założeń wnioskujemy, że (5,1;,) jest ciągiem Cauchy'ego. To 
samo stwierdzenie jest również prawdziwe dla ciągu funkcyjnego (a;(t)). 
Co więcej mamy, że pn — 0 gdy n — oo. Biorąc pod uwagę wyżej ustalone 
fakty, z oszacowania (6.34) wnioskujemy, ze (Bn f (t, x)) jest ciągiem Cauchy'ego. Z tego 
wynika, że (fn(t,x)) € c^. 
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Następnie zauważmy, że dla dowolnego n € N,t € I i dla ustalonego z € c”, mamy: 


[on fn(t, )] < [Onan t) En] + |Bngn(t, v) 


(6.35) 
< |an(t)|Bn|cn| + Bp, < Alz|| + P, 
gdzie P = sup(B,p, : n = 1,2...) i symbol ||- || oznacza normę w przestrzeni c” (por. 
podrozdział 3.3.). Oczywiście P < oo. Na podstawie oszacowania (6.35) mamy: 
IFE, £) < Alla] + P. (6.36) 


Teraz, rozwazmy odwzorowanie f(t, z) na zbiorze I x B(xo,r), gdzie r jest wzięte 
zgodnie z Twierdzeniem 4.3, tzn. 
(A + P)T |xo|| 

1- AT ` 
W celu udowodnienia ciągłości odwzorowania f(t,x) ustalmy dowolne t € Ji x € 


B(xo,r). Następnie, wybierzmy dowolne s € I i y € B(xo,r). Wtedy, na podstawie 


przyjętych założeń, mamy: 
lt 2) = FEWI="wP4I2/2) — AGVIn=12...| 
< sup IOS za ossis ) 
+ sup Spagat a) — gn(s,y)] im m 1,2... | 
cmi [a |las(£ns SE Orta ome an(8) | eee ) 
+ sup S palgata) — gn(s,y) im = 1,2... | 
< sup { Baktal lan(t A CO ee Ones ) 


+ sup {lan(s)]Bnlen Egal MME Len: ) 


+ sup {Bnlgn(t,2) = (st) im m 12... | 

< (lol +7) sup [las (€) — an(s): n= 1,2,...} 

+ Allx — yl| + ll, z) — g(s,y)||. 
Stąd, biorąc pod uwagę fakt, że funkcje ciągu (a,(t)) są jednakowo ciągłe na przedziale I 
i odwzorowanie g jest ciągłe w punkcie (t, x) wnioskujemy, że odwzorowanie f jest ciągłe 
w (t, x). Na podstawie dowolności t i z mamy, że f jest ciągła na zbiorze I x B(xo,r). 
Teraz, weźmy niepusty podzbiór X kuli B(zg,r). Ustalmy t € I i x = (£n) € X. 
Wtedy, na podstawie (6.34), dla dowolnie ustalonych liczb naturalnych m, n otrzymu- 
jemy: 
IP fa 0, x) PE Bmfmlt, x)| 
 |an(t)||Bntn — Bmtm| + |£]||an(t) — am(t)| + BnPn + Bmpm. 
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Stad, biorac pod uwage zalozenia, otrzymujemy oszacowanie: 


ua (ft. X)) < a(t) u3 (X), (6.37) 


gdzie (jak wspomnieliśmy już wcześniej) m jest miarą niezwartości w przestrzeni c? 
zdefiniowaną przez wzór (3.27). Ostatecznie, łącząc oszacowania (6.36) i (6.37), na 
podstawie Twierdzenia 4.3 wnioskujemy, ze problem (6.32)-(6.33) ma przynajmniej 


jedno rozwiązanie w przestrzeni c”. Dowód jest zakończony. LI 
Teraz przedstawimy przykład ilustrujący nasze rozważania. 


Przykład 6.14. Rozważmy nieskończony, zaburzony przekątniowy układ równań róż- 
niczkowych: 


t 
= (n sin ~) an + arctg(En + 351) (6.38) 
n 


z warunkami początkowymi: 
z4,(0)—n-41 (6.39) 


dla n = 1,2,... i dla t € I = [0, T], gdzie T jest ustaloną dodatnią liczbą taka, ze 
T < 5. Wartość T zostanie później oszacowana precyzyjnie. 

Zauważmy, ze problem (6.38)—(6.39) jest szczególnym przypadkiem problemu (6.32) 
- (6.33) jeśli położymy a,(t) = nsin +, Qu(t, 31,22,...) = arctg(Tn + z441) i jeśli 
przyjmiemy ciąg temperujący 8 = (8,) = (4). 

Pokażemy, że spełnione są założenia Twierdzenia 6.13. W tym celu zauważmy, że 
ciąg funkcyjny (a,,(t)) składa się z funkcji ciągłych na przedziale I i jest jednostajnie 
zbieżny na I do funkcji a(t) = t, t € I. A zatem ciąg (a,(t)) spełnia założenie (iv). 


Następnie, mamy: 


|gn(t, T1,%2,--- )| = | arctg(z;, + En+1)| S 


NIN 


dla n = 1,2... . Stąd, przyjmując p, = $ widzimy, że założenie (iii) jest spełnione. 
Podobnie dowodzimy, że jest spełnione założenie (i). 
Aby sprawdzić założenie (ii) ustalmy dowolne z, y € c?, x = (xg), y = (yk). Wtedy, 


dla dowolnego n € N otrzymujemy: 


Bal Onl; £1, 9) — Gal Y1, yas )] 


1 
= g are te(tn 2541) — arc tg(yn + Yn+1)| 


< mi dn+1 Yn Yn+1| < len (M LEE UnaAl (6.40) 
T n+ 1 ( 1 | | | ) 
dn n Xn4 n+ 
= TL n + 1 á n + 1 : SĘ 
< 2(- | | 1 | ) 
In n Xni n+ . 
is TL y n + 1 : UE 
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Następnie, na podstawie (6.40), dla dowolnie ustalonych t, s € I i x,y € c?, otrzymu- 


jemy: 
1 
lg(t.2) — g(s, vll = sup fzlnlt2) — alsin =12,...) 


1 1 
< sup ile, = Val 22 nant m Vail) "N= 1,2. t : 


1 
< 2sup [los — rl in = 1,2... | + 2supf |zn41 — Yn+1| MEN | 
n 


< 4|[|z — yll, 


n+ 1 


gdzie symbol || - oznacza normę w przestrzeni c”. W ten sposób pokazaliśmy, ze od- 
wzorowanie g jest ciągłe na zbiorze I x c? (a nawet spełnia warunek Lipschitza). To 
oznacza, że odwzorowanie g spełnia założenia (ii). 


Ostatecznie, stosując standardowe metody analizy matematycznej, otrzymujemy: 


A = sup (|a(ż)| : t € [0,T],n =1,2,...} 
T 


t 
= sup {nsin =: t€ (0, T],n=1,2,...| <5. 


Stąd, jeśli weźmiemy T' < 2. to stosując Twierdzenie 6.13 wnioskujemy, ze problem 


(6.38)-(6.39) ma przynajmniej jedno rozwiązanie x(t) = (z,(t)) takie, ze (x,(t)) € c? 
dla każdego t € [0, T]. 


6.4 Twierdzenia egzystencjalne dla nieskończonego układów 
równań różniczkowych w przestrzeni ciągów temperowa- 


nych 12 


Teraz będziemy prowadzili rozważania w przestrzeni IŚ, opisanej szczegółowo w pod- 
rozdziale 3.3. Zakładamy, że ciąg temperujacy 6 = (8n) składa się tylko z dodatnich 
wyrazów i jest nierosnący. Będziemy korzystali z miary niezwartości us zdefiniowa- 
nej na rodzinie os wzorem (3.30). Dla uproszczenia oznaczeń, oznaczymy ją tutaj 


symbolem pu. Przypomnijmy, że dla X € ts mamy: 


u(X) = lim sup diam Xf, 


gdzie XP = (Bv, : x = (rj) € X). Równoważnie, wzór ten może być zapisany 
w bardziej wygodny sposób: 
p(X) = lim sup diam 8, X, (6.41) 


gdzie X, = {£n : z = (x,) € X}. Własności miary u szczegółowo opisaliśmy w podroz- 
dziale 3.3 
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A zatem, rozważmy zaburzony semiliniowy dolnie przekątniowy nieskończony układ 
równań różniczkowych: 


n 


Tn = J Anj(t)cz + galt, 01, 22...) (6.42) 


z warunkami początkowymi: 


O= (6.43) 


dla n = 1,2... i dla t € 7 = [0, T]. 
W tym podrozdziale przyjmiemy, że ciąg (kn) pojawiający się w (6.42) jest taki, że 
1 <S kn <n dla n = 1,2,... i kn ~ œ gdy n — oo. 

Warto tutaj wspomnieć, że nieskończony układ równań różniczkowych postaci (6.42) 
do tej pory był badany bardzo rzadko. (por. [7, 13]). 

Dla naszych przyszłych rozważań oznaczmy przez f = f(t, z) odwzorowanie zdefi- 


niowane na zbiorze I x IŚ, w następujący sposób: 


f(t, z) = (filt, z), falt, x), . teh 


gdzie: 
dal ios) esp UKTA 5 anj(t)£j + Onl, £1, bases) 
J=kn 
dla n = 1,2,... . Co więcej, zdefiniujmy odwzorowanie g(t, z) na zbiorze I x IŚ, w na- 


stępujący sposób : 
g(t, x) == (gi(t, ©), go(t, x), ... J; 


Teraz sformujemy założenia, pod którymi będzie badany problem (6.42)—(6.43). 
(i) zo = (z) € Is 


(ii) Odwzorowanie g działa ze zbioru I x 12, w 1% oraz jest jednostajnie ciągłe na 
BZ: 


(iii) Istnieje ciąg (pn) o tej własności, ze Bp, — 0 gdy n — oo i taki, ze 
|gn(t, £1, £2,- | S Pn 
dla t € I, £ = (£n) € lÊ, oraz n = 1,2...; 


(iv) Funkcje anj : I — R (j = kn, kn + 1,...,n, n = 1,2...) są ciągłe i niemalejace 
na I. Co więcej, zakładamy że ciąg funkcyjny (A,,(t)) jest jednakowo ciągły na 


przedziale I i ciąg (A,(t)) jest wspólnie ograniczony na I, gdzie 


n 


AGES "40: Aes v. asd] 


j—kn j—kn 
dla n = 1,2,.... 
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Pamiętając o założeniu (iv), dla naszych przyszłych celów, definiujemy stałą: 
A = supfAn(t) : t€ I1n=1,2,...). 


Na podstawie założenia (iv) otrzymujemy, że A < oo. 


Teraz możemy sformułować następujący rezultat dotyczący problemu (6.42)—(6.43). 


Twierdzenie 6.15. Załóżmy, że spełnione są założenia (i)-(iv) i AT < 1. Wtedy 
problem (6.42)-(6.43) ma przynajmniej jedno rozwiązanie x(t) = (zy(t)) na przedziale 
I = [0, T] takie, ze x(t) € 1%, dlat € I. 


Dowód. Weźmy dowolny element x = (x,) € 1%. Następnie ustalmy t € Lim €N. 
Wtedy, na podstawie narzuconych założeń, otrzymujemy: 


n 


Bnfn(t,2)| < 8, X- |ans(t)||cz| + Balgn(t, x) 


j=kn 


< »; |an;(t)|8;|2;| + Bnpn 
> (6.44) 


< » lan;(t)| max{ 6;lz;| : j = kn, kn + 1,..., n} FORDA 
J=kn 
< An(t) supf6;|z;| : j = 1,2,...) + Brida < Al|z|| +P, 


gdzie || - || oznacza normę w przestrzeni 12, i P = sup(,p, : n = 1,2...). Oczywiście 
P < oo na podstawie założenia (iii). Stąd wnioskujemy, ze f odwzorowuje zbiór I x 12, 
w IŚ. 


Następnie rozwazmy odwzorowanie f(t,r) na zbiorze I x B(zg,r), gdzie r jest 


(A+P)T||zo | 
1-AT 


ze f jest jednostajnie ciągła na I x B(ag,r). Na podstawie założenia (ii) wystarczy 


wybrane zgodnie z Twierdzeniem 4.3, tzn. r = . Na początku pokażemy, 


pokazać, że operator liniowy L zdefiniowany równością: 


(La)(t) = (Lix) (t), (L2) (t), . . .), 


gdzie 
(Lax)(t) = D7 an(t)zj 
J=kn 
dla n = 1,2,..., jest ciągły na zbiorze I x IŚ. W tym celu ustalmy dowolne z, y € IŚ, 


t,se lin € N. Nie tracąc ogólności możemy przyjąć, ze s < t. Wtedy, pamiętając 


o przyjętych założeniach, dostajemy: 
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n n 


Bn|(Lnx)(t) — (Lny)(8)| = Bn} Ż, Ang (taj — DŻ, Ong (s)yy 


j=kn j=kn 
S». aa OGA DS a O N Bu». day DL au) 
j=kn j=kn j=kn j—ks 
< Bn X la Olle; = vl + 2a X) last) — ang GILus| 
j=kn j=kn 
«24 aj(£))B;lz; -yl + Y; (ang(t) — ang(s)) Blu] 
j= j=kn 
< AnD (dj - IST 
+ YS («0 — ej) sup{Bjlyjl £5 = 1,2...) 
j=kn 
< All ll + ( © as) - 37 osi) lol 
j=kn jen 


< Alle — yll + (A«(t) — An(s)) ll: 


Stad otrzymujemy oszacowanie: 
|| (Za) (t) — (Ly)(s)| < Alle — vll + sup (AŻ) — A,(s) : n = 1,2... Mly 


Z tego oszacowania i z założenia (iv) wnioskujemy, że operator L jest ciągły na zbiorze 
I x lÊ. Oczywiście L jest operatorem liniowym, zatem jest jednostajnie ciągły. 
Następnie, weźmy niepusty podzbiór X kuli B(zg,r). Ustalmy dowolnie x,y € X 


it € I. Wtedy, rozumując podobnie jak wcześniej, dla ustalonego n naturalnego, otrzy- 


mujemy: 
Bal fats) — Salt, Y) < Br > anj(t)z; — > ans ©y;| + Bolgn(t,2) — galt, v) 
< By > anj(t) (at; — | + Balgn(t,2)| + Bla) 
< Bn > lang(t) lly — uj) + 28a 
< >> lan;(©|Bzle; — 01 2p» 
< A, (t) sup [Bj|z; — yj : j = kns kn +1,...) + 28zpn 
< A, (t) sup 48; diam X; : j = kn, kn + 1,...) + 28,pn. 


Stad otrzymujemy oszacowanie: 
diam 8, f, (t, X) < A,(t) sup (5; diamX,:j> kn) + 20nPpn- 
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Z powyższego oszacowania, na podstawie założeń (iii) i (iv) mamy: 
u(flt, X)) < Au(X), (6.45) 


gdzie u jest miarą niezwartości, zdefiniowaną przez (6.41). Ostatecznie, łącząc (6.44) 


i (6.45), na podstawie Twierdzenia 4.3, kończymy dowód. [1 


Uwaga 6.16. Zauważmy, ze zamiast założenia, ze funkcje a, (j = kn, kn + 1,...,m; 
n — 1,2,...) są niemalejące na I narzuconego w (iv) możemy założyć, ze te funkcje są 


nierosnące na /. 
Teraz zaprezentujemy przykład pokazujący zastosowanie Twierdzenia 6.15. 


Przykład 6.17. Rozważmy zaburzony semiliniowy dolnie przekątniowy nieskończony 


układ równań różniczkowych: 


j=kn 


z warunkami poczatkowymi: 
n0) =n, (6.47) 
dla n = 1,2... i dla ¢ € I = [0,T], gdzie T < 1. Co więcej, załóżmy ze (k,) jest 
niemalejącym ciągiem liczb naturalnych takim, ze 1 < kn < n i kn —^ oo gdy n — oo. 
Zauważmy, ze problem (6.46)-(6.47) jest szczególnym przypadkiem problemu (6.42)— 
(6.43), gdzie a4;(t) = t"*? dla j = kn, kn + 1,...,n i dla n = 1,2,... . Oprócz tego, 


funkcja gn jest postaci: 


Gn(t, £1, 22,...) = SIN(Ty + Tnę1 + Ln42) 


dla n — 1,2,... . Nieskończony układ (6.46) z warunkiem początkowym (6.47) spełnia 
założenia Twierdzenia 6.15, jeśli weźmiemy ciąg temperujacy (6n) postaci B, = i dla 
n —1,2,... . Rzeczywiście, mamy ze (x?) = (n) € 1%. To oznacza, że założenie (i) jest 
spełnione. 


Teraz, weźmy dowolny element x = (x) € 1%, i liczbę t € I. Wtedy, dla ustalonej 


liczby naturalnej n mamy: 


[5.4 
Baton z1, 9s ess |= > sin(t, + Tn+1 + £n+2)| 


1 
< = (leal + loni lal) 
n + -( 1 ud 1 | |+ 1 | ) 
= Talk, > |En = Pa 
n \n+2 ng EDA 


< Je | aa | | R | ) < 3|[2| 
Eni + Tp | + T c|, 
"Awa n+ 1 iis n+2 WAWA? 
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gdzie symbol || - || oznacza normę w przestrzeni 12,. Stąd otrzymujemy: 
Ig (t, z)|| < 3|]; 


co pokazuje, że g działa ze zbioru I x 18, w 1%. 
Następnie, ustalmy dowolne n € N, z = (zi,25,...) € lÉ,y = (yy yo...) € IE 
it,s € I. Wtedy otrzymujemy: 
Brlgn(t, 31,432,... ) m gi (5; Y1, Y2,--- )| 


l,. : 
= | sin(Tn + n1 s Ln+2) m sin(Yn T Un--1 sb: Yn+2)| 


1 
< = (ls = UM + |Gn1 di Yn+1| S |En42 zr me) 
| EE TIEN, ) 
= — —5 |In — Un — —á« [Xn — Un —— Xn — Yn 
n \n+2 i DŻ V neo ad 
1 1 1 
< Je Zu UM F srl zx Yn+1| ag nę zl E - 
< 3[x — yll. 


Stad mamy oszacowanie: 
lgt, x) — g(s,y)|| < 3llx — yll, 


co pokazuje, że odwzorowanie g jest jednostajnie ciągłe na zbiorze I x Į. A zatem 
odwzorowanie g spełnia założenie (ii) Twierdzenia 6.15. 


Dalej, dostajemy: 
|gn(t, £1, 22; ...)| = | sin(za + Znę1 + £n+2)| ŚL, 


co pokazuje, że spełnione jest założenie (iii) z p, = 1 dla n = 1,2... . Aby pokazać, 


że spełnione jest założenie (iv) zauważmy, że 


z > |= then 
AeA) ="  ŻŻ= 
(t) = Ant — 
dlate I = [0, T] i dla n =1,2,... . Używając standardowych metod analizy, można 


pokazać, że ciąg (A„(t)) jest jednakowo ciągły na J. Co więcej, mamy: 


dla każdego t € I. Podsumowując, widzimy, że spełnione są założenia Twierdzenia 6.15. 
Dlatego nieskończony układ (6.46) z warunkiem początkowym (6.47) ma przynajmniej 


. . . . B 
jedno rozwiązanie w przestrzeni IX. 
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